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Περίληψη 

Οι µικροφυσαλίδες τύπου Contrast Agent έχουν αρχίσει να χρησιµοποιούνται από τα 
τέλη του προηγούµενου αιώνα τόσο στη διαγνωστική ιατρική, π.χ. αγγειογραφία και 
διάγνωση διάφορων µορφών καρκίνου των εσωτερικών οργάνων µεταξύ άλλων, όσο και 
στην θεραπεία διαφόρων ασθενείων, π.χ. θεραπεία καρκίνου και γονιδιακή θεραπεία µε πολύ 
αξιόλογα αποτελέσµατα. Αν και η ανάπτυξη των κλινικών µεθόδων αυτών έχει βασιστεί σε 
πειράµατα τόσο µέσα σε ζωντανούς οργανισµούς (in vivo) όσο και εκτός αυτών (in vitro), 
υπάρχουν ακόµα αναπάντητα ερωτήµατα που αφορούν στη δυναµική συµπεριφορά των 
σωµατιδίων αυτών. Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία γίνεται προσπάθεια προσοµοίωσης 
της δυναµικής συµπεριφοράς ενός τέτοιου σωµατιδίου, θεωρώντας αρχικά µόνο 
σφαιροσυµµετρικές ταλαντώσεις, όταν υπόκειται σε διαταραχή της εξωτερικής πίεσης. Στη 
συνέχεια γίνεται προσοµοίωση της αξονοσυµµετρικής ταλαντώσης και κατάρρευσης µιας 
µικροφυσαλίδας σε παρόµοιο ακουστικό περιβάλλον. Τέλος, τα αριθµητικά αποτελέσµατα 
συγκρίνονται µε αντίστοιχα πειράµατα, απ’ όπου φαίνεται πολύ καλή συµφωνία µοντέλου – 
πειράµατος. Από τα  αποτελέσµατα φαίνεται ότι η ελαστικότητα της µεµβράνης παίζει 
καθοριστικό ρόλο τόσο στην απόκριση της  µικροφυσαλίδας όσο και στον τρόπο 
κατάρρευσής της.  
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Κεφάλαιο 1 Εισαγωγή 

Οι µικροφυσαλίδες τύπου Contrast Agent συνιστούν σωµατίδια στο εσωτερικό των 

οποίων υπάρχει αέριο, συνήθως διαλυτό στο αίµα, και τα οποία περιβάλλονται από µεµβράνη 

η οποία παρουσιάζει ελαστικές ιδιότητες. Το γεγονός ότι η διάµετρός τους κυµαίνεται από 1 

ως 10 µm σε συνδυασµό µε τον µικρό αριθµό από αυτές που συνήθως διέρχονται µέσω των 

αγγείων κατά την διάρκεια των κλινικών µετρήσεων, ελαχιστoποιεί το ενδεχόµενο καρδιακής 

εµβολής και τις καθιστά ασφαλείς για χρήση στο ανθρώπινο κυκλοφορικό σύστηµα. Η χρήση 

µεµβράνης είναι απαραίτητη, ώστε να µην διαχέεται το αέριο πολύ γρήγορα στο αίµα και τα 

σωµατίδια να µεταφέρονται µε την κυκλοφορία χωρίς αλλοιώσεις στο επιθυµητό σηµείο 

µελέτης – δράσης [1]. 

 

1.1 Κίνητρο και Υπόβαθρο 

Τα σωµατίδια αυτά έχουν ευρεία χρήση στην διαγνωστική ιατρική, κυρίως µέσω της 

µεθόδου των υπερήχων. Αν διαταραχθεί το πεδίο της πίεσης µε ένα συγκεκριµένο πλάτος και 

συχνότητα, τότε η µικροφυσαλίδα αρχίζει να ταλαντώνεται και να εκπέµπει ένα ισχυρό σήµα 

πίεσης λόγω σκέδασης, το οποίο µπορεί να αναλυθεί προκειµένου να εξαχθεί το φάσµα 

συχνοτήτων ταλάντωσης [2]. Το φάσµα αυτό θα περιέχει µόνο την επιβαλλόµενη συχνότητα 

διαταραχής, αν η διαταραχή είναι µικρή (γραµµική), ενώ θα περιέχει και άλλες 

(υποαρµονικές ή υπεραρµονικές) αν η διαταραχή είναι αρκετά µεγάλη. Με τον τρόπο αυτό 

µπορεί να ταυτοποιηθεί το συγκεκριµένο σωµατίδιο.  

Σηµαντικό πρόβληµα ωστόσο συνιστά το γεγονός ότι τη διαταραχή της πίεσης δεν την 

αντιλαµβάνονται µόνο οι µικροφυσαλίδες, αλλά και τα ανθρώπινα όργανα τα οποία µε τη 

σειρά τους έχουν το δικό τους φάσµα συχνοτήτων λόγω σκέδασης. Το τελευταίο κυρίως 

περιέχει την επιβαλλόµενη συχνότητα της διαταραχής. Εποµένως, για να ταυτοποιηθεί η 

τοποθεσία των φυσαλίδων και του ανθρώπινου ιστού, είναι απαραίτητο να είναι γνωστό 

σηµαντικό τµήµα του φάσµατος συχνοτήτων των µικροφυσαλίδων.  

Επίσης, επειδή απαιτείται το κύµα πίεσης που στέλνει πίσω η µικροφυσαλίδα να είναι 

όσο το δυνατό µεγαλύτερο για να γίνεται ευκολότερη η ταυτοποίησή της, γεγονός που  
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συµβαίνει στην κατάσταση συντονισµού, είναι απαραίτητο να είναι γνωστή η ιδιοσυχνότητα 

ταλάντωσής της.  

Ακόµα, υπάρχουν εφαρµογές στην ιατρική [3], όπου το ροϊκό πεδίο που δηµιουργείται 

από τις ταλαντώσεις µίας φυσαλίδας σε περιβάλλον υπερήχων χρησιµοποιείται για την 

δηµιουργία πόρων στην επιφάνεια γειτονικών κυττάρων (sonoporation). Αυτό το ροϊκό πεδίο 

αυξάνει την απορροφητικότητα των κύτταρων σε φάρµακα, πρωτεΐνες ή συγκεκριµένα 

γονίδια, µε αποτέλεσµα να είναι πιο αποδοτική η θεραπεία. Επειδή η απορροφητικότητα των 

κυτάρρων εξαρτάται από το δηµιουργούµενο ροϊκό πεδίο, και εποµένως από τη συχνότητα 

ταλάντωσης της φυσαλίδας, στις παραπάνω εφαρµογές είναι επιθυµητό η µικροφυσαλίδα να 

µην καταρρέει. Εποµένως το ζητούµενο είναι να βρεθεί για τα συγκεκριµένα φυσικά 

χαρακτηριστικά της µικροφυσαλίδας, δηλαδή ακτίνα, πάχος µέµβρανης και µέτρο 

ελαστικότητας υλικού µεταξύ άλλων, το παράθυρο ασφαλείας σχετικά µε το πλάτος και την 

συχνότητα διαταραχής της πίεσης. 

Επίσης, διεξάγεται ερεύνα στην οποία τα contrast agents εµπεριέχουν φάρµακα τα 

οποία µεταφέρουν στις προβληµατικές περιοχές του σώµατος [4]. Κατά τη µέθοδο αυτή, 

εξαιτίας των ιδιοτήτων της µεµβράνης, οι µικροφυσαλίδες επιλεκτικά προσκολούνται στα 

άρρωστα κύτταρα. Έπειτα µε εφαρµογή µίας µεγάλης διαταραχής της πίεσης οι 

µικροφυσαλίδες σπάνε και το φάρµακο µεταφέρεται στα κύτταρα αυτά. Το ζητούµενο είναι 

να σχεδιαστούν µικροφυσαλίδες µε τέτοια χαρακτηριστικά, δηλαδή ακτίνα, µέτρο 

ελαστικότητας και πάχος µεµβράνης, ώστε η δεδοµένη διαταραχή της πίεσης και της 

συχνότητας να τα καταστρέφει χωρίς να επηρεάζει τους γύρω ιστούς. Και αυτό γιατί 

υπάρχουν περιορισµοί στη µέγιστη επιτρεπόµενη τιµή της πίεσης στους οργανισµούς 

(Pmax<1.6 MPa). Τέλος, η αλληλεπίδραση των µικροφυσαλίδων µε υπερήχους 

χρησιµοποιείται και για τη µέτρηση της ροής στην καρδιά και αποτελεί εργαλείο για την 

πρόβλεψη καρδιακού επεισοδίου. 

Από τα παραπάνω φαίνεται ότι είναι πολύ σηµαντικό για τη βελτιστοποίηση των 

παραπάνω µεθόδων να µελετηθεί αρχικά η δυναµική µιας µικροφυσαλίδας τόσο όσον αφορά 

το φάσµα συχνοτήτων που παράγει, όσο και αναφορικά µε τη συσχέτιση του φάσµατος µε τις 

ιδιότητες της µεµβράνης, π.χ. ιξώδες, µέτρο ελαστικότητας και πάχος, για δεδοµένο µέγεθος 

της µικροφυσαλίδας. Επίσης, ο τρόπος κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας θα καθορίσει τα 

όρια της διαταραχής της πίεσης και της συχνότητας ώστε να µην σπάσει η µεµβράνη, και θα 
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συσχετίσει τις ιδιότητες της µεµβράνης µε τα όρια αυτά. Πρέπει τέλος να επισηµανθεί ότι 

µπορεί οι µικροφυσαλίδες να εµφανίζονται σε πληθυσµούς, ωστόσο το µέγεθος τους και το 

πάχος µεµβράνης ακολουθεί συγκεκριµένη κατανοµή µε ορισµένη διασπορά και εποµένως 

είναι δυνατός ο έλεγχος του εύρους των τιµών κατά την παρασκευή τους. 

 

1.2 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση 

Αρκετή έρευνα έχει επικεντρωθεί στη µελέτη των µικροφυσαλίδων τα τελευταία 

χρόνια, κυρίως όταν αυτές υπόκεινται σε γραµµικές διαταραχές. Το πλέον γνωστό µοντέλο 

µικροφυσαλίδων είναι αυτό των De Jong et al.[5], το οποίο βασίζεται στην τροποποιηµένη 

διαφορική εξίσωση Rayleigh, Plesset, Noltingk, Neppipas and Poritsky (RPNNP). Στο 

παραπάνω µοντέλο το πάχος της µεµβράνης θεωρείται αµελητέο ενώ χρησιµοποιείται η 

καταστατική εξίσωση Kelvin-Voigt για τη συσχέτιση των τάσεων µε τις παραµορφώσεις 

στην µεµβράνη. Επίσης οι όροι που σχετίζονται µε την ιξώδη και ακουστική σκέδαση της 

συνολικής ενέργειας µοντελοποιούνται µε βάση τα αποτελέσµατα της γραµµικής ανάλυσης 

για ταλαντώσεις ελεύθερης φυσαλίδας [6]. Πιο συγκεκριµένα ισχύει ότι, 
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όπου R η ακτίνα της µικροφυσαλίδας την τυχαία χρονική στιγµή t, ρ η πυκνότητα του 

εξωτερικού ρευστού, R0, η ακτίνα της φυσαλίδας στην κατάσταση ισορροπίας, Pg0, η πίεση 

του αερίου µέσα στη µικροφυσαλίδα στην κατάσταση ισορροπίας, γ η πολυτροπική σταθερά 

του αερίου, Pv, η τάση ατµών, Pst, η στατική πίεση του περιβάλλοντος ρευστού, και σ ο 

συντελεστής επιφανειακής τάσης. Επίσης 

fthvisradt δδδδδ +++=   (2) 

είναι ο συνολικός συντελεστής απόσβεσης που οφείλεται στη συµπιεστότητα του εξωτερικού 

ρευστού radδ , στο ιξώδες του εξωτερικού ρευστού visδ , στη διάχυση θερµότητας thδ  και στο 

ιξώδες της µεµβράνης 
ω

δ
m
S f

f = : Sf είναι παράµετρος που χαρακτηρίζει το ιξώδες της 

µεµβράνης, ω η γωνιακή συχνότητα της εξωτερικής διέγερσης,  η µάζα του ρπ 34 Rm =

4 



συστήµατος φυσαλίδας–ρευστού, PAc η διαταραχή της πίεσης του περιβάλλοντος ρευστού και 

Sp η παράµετρος που αφορά την ελαστικότητα της µεµβράνης. Στην πραγµατικότητα το 

µοντέλο αυτό έχει προκύψει από αυτό του Church [7], αν θεωρηθεί το πάχος της µεµβράνης 

αµελητέο.  

Πρόσφατα οι Khismatullin & Nadim [8] έλαβαν υπόψη τους το ιξώδες και τη 

συµπιεστότητα του ρευστού καθώς και την ελαστικότητα και το ιξώδες της µεµβράνης. 

Θεώρησαν ότι η τελευταία έχει πεπερασµένο πάχος και υπολόγισαν τις συχνότητες 

συντονισµού και τους συντελεστές απόσβεσης, για γραµµικές όµως διαταραχές. Εξαιτίας της 

ελαστικότητας της µεµβράνης ο συντονισµός επέρχεται σε υψηλότερες συχνότητες 

διαταραχών απ’ ότι στις ελεύθερες φυσαλίδες, για δεδοµένο µέγεθος. Η επίδραση ωστόσο της 

µη γραµµικότητας της διαταραχής στη συνεισφορά των υψηλότερων αρµονικών στο φάσµα 

συχνοτήτων έχει διερευνηθεί αριθµητικά µόνο µε το µοντέλο των De Jong et al., στο οποίο 

φαίνεται ότι οι υψηλότερες αρµονικές είναι αρκετά αδύναµες στις µικροφυσαλίδες σε 

αντίθεση µε τις ελεύθερες φυσαλίδες.  

Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία διερευνάται η επίδραση της µη γραµµικής 

διαταραχής, των ιδιοτήτων της µεµβράνης (ελαστικότητα και ιξώδες) και του εξωτερικού 

ρευστού (συµπιεστότητα και ιξώδες), στο φάσµα συχνοτήτων της µικροφυσαλίδας για 

σφαιροσυµµετρικές ταλαντώσεις. Επίσης, µελετάται σε δεύτερη φάση η επίδραση των 

παραµενουσών τάσεων της µεµβράνης στην απόκριση της µικροφυσαλίδας, ενώ συγκρίνεται 

η απόκριση της µικροφυσαλίδας µε αυτή της ελεύθερης φυσαλίδας. Τα παραπάνω 

αναφέρονται σε γραµµικό καταστατικό νόµο τάσεων – παραµορφώσεων. 

 Ο τρόπος κατάρρευσης µιας µικροφυσαλίδας είναι ένα αντικείµενο το όποιο δεν έχει 

διερευνηθεί εκτεταµένα. Οι µέχρι τώρα µελέτες αφορούν µόνο πειραµατικά αποτελέσµατα µε 

λήψη φωτογραφιών από τους Chomas et al. [9]. Σε αυτά τα πειράµατα βρέθηκε ότι όταν 

µικροφυσαλίδα µε µεµβράνη από λιπίδιο καταρρέει, δηµιουργούνται πολλές µικρότερες 

ελεύθερες φυσαλίδες που προφανώς αλλάζουν το φάσµα συχνοτήτων. Η κατάρρευσή της 

εµφανίστηκε αµέσως µετά την στιγµή κατά την οποία ο όγκος της φυσαλίδας γίνεται 

ελάχιστος και αποδόθηκε από τους παραπάνω ερευνητές σε αστάθεια τύπου Rayleigh – 

Taylor. Η αστάθεια αυτή στην πιο τυπική της µορφή εµφανίζεται σε ελεύθερες φυσαλίδες για 

µεγάλες τιµές της επιτάχυνσης της διεπιφάνειας [10,11,12], µε αυξανόµενη πιθανότητα 

εµφάνισης όσο αυξάνεται το πλάτος της ακουστικής διαταραχής. Όµως, όταν ληφθεί υπόψη η 
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θερµική απόσβεση της ενέργειας της φυσαλίδας αστάθειες τέτοιου τύπου φαίνονται να 

ατονούν [13]. Αντίθετα πολύ συχνά, ακόµα και για µικρά πλάτη ακουστικών διαταραχών, 

εµφανίζεται ένα άλλο είδος αστάθειας, η επονοµαζόµενη και παραµετρική, η οποία 

αναπτύσσεται µετά από πολλούς κύκλους σφαιροσυµµετρικών ταλαντώσεων και σταδιακά 

µεταφέρει ενέργεια σε υψηλές αρµονικές. Η αστάθεια αυτή µελετάται µε την βοήθεια 

ανάλυσης Floquet πάνω στην βασική περιοδική λύση [14] και παρέχει ένα διάγραµµα φάσης 

σχετικά µε τα όρια ευστάθειας των αρµονικών ιδιοµορφών σχήµατος, ανάλογα µε την αρχική 

ακτίνα της φυσαλίδας και το πλάτος της αρχικής διαταραχής. Για µεγάλες διαταραχές το 

διάγραµµα αυτό προκύπτει αριθµητικά [13,14], είναι αρκετά περίπλοκο και κυριαρχείται από 

την δεύτερη ιδιοµορφή legendre, P2(θ). Για ασθενείς διαταραχές τα κριτήρια ευστάθειας 

παρέχονται από την εξίσωση Mathieu [15] και προβλέπουν ότι οι σφαιροσυµµετρικές 

ταλαντώσεις θα γίνουν ασταθείς ως προς ιδιοµορφές σχήµατος όταν ο λόγος της συχνότητας 

ταλαντώσεων όγκου, Ω, προς την ιδιοσυχνότητα των ταλαντώσεων σχήµατος  

( ) ( )
2

2 n
n 3

0

n 1 (n 1)(n 2)
/ R
′ω

ω = = + − +
σ ρ

 (3) 

πάρει τιµές κοντά στο 2, 1, ½ ή και ακόµη µικρότερες τιµές [16]: R0 η ακτίνα της φυσαλίδας 

στην ισορροπία, σ η διεπιφανειακή τάση και ρ η πυκνότητα του υγρού. Στο όριο δε ασθενών 

ιξωδών δυνάµεων και ασθενών διαταραχών έχει βρεθεί µετά από ανάλυση πολλαπλών 

χρονικών κλιµάκων [17], ότι όταν το πλάτος ταλάντωσης f της φυσαλίδας ικανοποιεί την 

παρακάτω ανισότητα σε αδιάστατη µορφή: 

( ) ( )( ) ( )
1 / 22

2

n
n

2 1f 2 2n 1 n 2 2
4n 1 Re

⎡ ⎤⎛ ⎞> + + + Ω −⎢ ⎜ ⎟− ω ⎝ ⎠⎣ ⎦
ω ⎥  (4)  

όπου 
2/1

2
0Re ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

µ
σρR

, ωn δίνεται από την (3) και 
3
0R
σ

Ω
ρ

 η κυκλική συχνότητα των 

ταλάντωσεων όγκου, τότε εµφανίζεται η παραµετρική αστάθεια κατά την οποία ενώ αρχικά 

το σχήµα της φυσαλίδας είναι σφαιρικό µετά από ορισµένες ταλαντώσεις αρχίζουν να 

εµφανίζονται και άλλες ιδιοµορφές. Η παραµετρική αστάθεια οφείλεται στη µεταφορά 

ενέργειας από την ιδιοµορφή που εκτελεί ταλαντώσεις όγκου σε υψηλότερες ιδιοµορφές. 

Τέλος, όταν το αδιάστατο πλάτος ταλάντωσης της φυσαλίδας δεν ικανοποιεί την παραπάνω 
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ανισότητα, τότε η αρχικά σφαιρική φυσαλίδα παραµένει σφαιρική ανεξάρτητα από το χρόνο 

ταλάντωσης της.  

 Ο τρόπος θραύσης µικροφυσαλίδας µπορεί να µην έχει µελετηθεί θεωρητικά και 

αριθµητικά, ωστόσο υπάρχουν πολλές µελέτες που αφορούν την παραµόρφωση και 

κατάρρευση σωµατιδίων (ερυθρά αιµοσφαίρια, κάψουλες) σε µορφή σταγόνας που επίσης 

περιβάλλεται από ελαστική µεµβράνη, όταν αυτά αλληλεπιδρούν µε έρπουσα ή εκτατική ροή 

[18,19]. Οµοίως, η παραµόρφωση και κατάρρευση ελεύθερων φυσαλίδων σε περιβάλλον 

ακουστικών διαταραχών έχει αποτελέσει αντικείµενο εκτεταµένης µελέτης [20,21]. 

Εποµένως, η ανάλυση των µικροφυσαλίδων πρέπει να βασιστεί στο συνδυασµό στοιχείων 

από τις παραπάνω δυο κατηγορίες θεµάτων. Πιο συγκεκριµένα, για τη µοντελοποίηση της 

µεµβράνης της µικροφυσαλίδας θα χρησιµοποιηθούν στοιχεία, π.χ. καταστατικός νόµος 

µεµβράνης, εξισώσεις ισορροπίας µεµβράνης, από τη µοντελοποίηση της µεµβράνης του 

ερυθρού αιµοσφαιρίου ή της κάψουλας. Παράλληλα, το ακουστικό περιβάλλον το οποίο 

επιβάλλεται στις µικροφυσαλίδες καθώς και η συµπιεστότητα των τελευταίων, καθιστούν 

αναγκαία την αριθµητική προσέγγιση που ακολουθείται στις ελεύθερες φυσαλίδες.   

Στα πλαίσια αυτά, στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία γίνεται προσπάθεια 

µοντελοποίησης της µικροφυσαλίδας επιτρέποντας αξονοσυµµετρικές ταλαντώσεις και 

θεωρώντας ότι το πάχος της µεµβράνης είναι αµελητέο, ενώ δεν λαµβάνονται υπόψη ιξώδεις 

όροι για το ρευστό και αντίσταση σε κάµψη. Κύριος στόχος είναι να διερευνηθεί ο τρόπος 

παραµόρφωσης και κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας, γεγονός που θα καθορίσει τον αριθµό 

και το µέγεθος των ελεύθερων µικροφυσαλίδων που θα δηµιουργηθούν. Παράλληλα 

ενδιαφέρον είναι να ταυτοποιηθεί η εµφάνιση του φαινοµένου του λυγισµού κελύφων και 

πλακών [22] για contrast agents, µια και τα τελευταία εκτελούν ταλαντώσεις όγκου µε 

αποτέλεσµα να υφίστανται και θλιπτικές τάσεις. Επιπλέον πρέπει να διευκρινισθούν τα όρια 

εµφάνισης ή και συνύπαρξης του λυγισµού και των άλλων µηχανισµών θραύσης που είναι 

γνωστοί για ελεύθερες φυσαλίδες, παραµετρική και Rayleigh-Taylor, όπου υπάρχει 

ισοτροπικός συντελεστής ελαστικότητας, δηλαδή επιφανειακή τάση. 
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1.3 Οργάνωση Μεταπτυχιακής Εργασίας 

Το υπόλοιπο αυτής της µεταπτυχιακής εργασίας χωρίζεται σε τρείς ενότητες που 

καταλαµβάνουν τα Κεφάλαιο 2 ως 4, αντίστοιχα. Συγκεκριµένα: 

Στο Κεφάλαιο 2 αναλύεται το πρόβληµα που αφορά τις σφαιροσυµµετρικές 

ταλαντώσεις της µικροφυσαλίδας. Παρουσιάζονται οι ορισµοί, οι παραδοχές και οι εξισώσεις 

που περιγράφουν το πρόβληµα και εφαρµόζεται γραµµική ανάλυση ευσταθείας στη µη 

γραµµική εξίσωση για να λάβουµε το φάσµα συχνοτήτων, όταν επιβάλλονται γραµµικές 

διαταραχές. Στην συνέχεια αναφέρεται η αριθµητική µέθοδος που χρησιµοποιείται για την 

επίλυση της µη γραµµικής εξίσωσης και για την παραγωγή του φάσµατος συχνοτήτων. 

Τέλος, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα και συγκρίσεις µε τη γραµµική θεωρία και 

τα πειράµατα, ενώ εξάγονται συµπεράσµατα όσον αφορά την επίδραση των ιδιοτήτων της 

µεµβράνης στη δυναµική της σφαιροσυµµετρικής ταλάντωσης της µικροφυσαλίδας. 

Στο Κεφάλαιο 3 αναλύεται το πρόβληµα της αξονοσυµµετρικής ταλάντωσης και 

κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας σε περιβάλλον υπερήχων και αναπτύσσεται η αριθµητική 

µέθοδος επίλυσης των εξισώσεων, η οποία βασίζεται στην υβριδική µέθοδο πεπερασµένων – 

συνοριακών στοιχείων για την διακριτοποίηση της διεπιφάνειας και η οποία χρησιµοποιείται 

και για την προσοµοίωση της ελεύθερης φυσαλίδας. Στην συνέχεια παρουσιάζουµε τα 

αποτελέσµατα της προσοµοίωσης της κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας µε µεµβράνη από 

λιπίδιο στις συνθήκες του πειράµατος του James E. Chomas et al [9]. Αν και το µοντέλο δεν 

λαµβάνει υπόψη την αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη, ο τρόπος κατάρρευσης συµπίπτει 

σε µεγάλο βαθµό µε αυτό του πειράµατος. Τα τελικά συµπεράσµατα της µεταπτυχιακής 

εργασίας και κατευθύνσεις για περαιτέρω έρευνα παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4. 

8 



Κεφάλαιο 2 Σφαιροσυµµετρικές Ταλαντώσεις Μικροφυσαλίδας  

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύεται το πρόβληµα των σφαιροσυµµετρικών ταλαντώσεων 

µικροφυσαλίδας, όταν αυτή υπόκειται σε διαταραχές της πίεσης στο άπειρο. Η δυναµική 

συµπεριφορά της εξαρτάται τόσο από τα χαρακτηριστικά του ρευστού που την περιβάλλει 

όσο και από τις ιδιότητες της µεµβράνης και από το µέγεθος της. 

Το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου οργανώνεται ως εξής. Στο Υποκεφάλαιο 2.1 

ορίζονται το πρόβληµα και τα µεγέθη που χρησιµοποιούνται στις πειραµατικές µετρήσεις και 

αναφέρονται οι παραδοχές και οι εξισώσεις που διέπουν το πρόβληµα. Στη συνέχεια 

παράγεται η µη γραµµική εξίσωση του προβλήµατος και εφαρµόζεται αδιαστατοποίηση. Στο 

Υποκεφάλαιο 2.2 εφαρµόζεται γραµµικοποίηση και λύνεται αναλυτικά η γραµµική 

δευτεροβάθµια εξίσωση που προκύπτει. Στο Υποκεφάλαιο 2.3 αναφέρονται οι αριθµητικοί 

µέθοδοι επίλυσης της µη γραµµικής εξίσωσης και υπολογισµού του φάσµατος συχνοτήτων. 

Τέλος, στο υποκεφάλαιο 2.4 παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα και συγκρίσεις µε 

την γραµµική θεωρία και τα πειράµατα, ενώ εξάγονται συµπεράσµατα όσον αφορά την 

επίδραση των ιδιοτήτων της µεµβράνης στη δυναµική της σφαιροσυµµετρικής ταλάντωσης 

της µικροφυσαλίδας. 
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2.1 Θεωρητική Ανάλυση 

Θεωρούµε αρχικά ότι η µικροφυσαλίδα (Contrast Agent) εξωτερικής ακτίνας balRR =  

και εσωτερικής bala=α  βρίσκεται σε ισορροπία µέσα σε νευτωνικό ρευστό πυκνότητας lρ , 

δυναµικού ιξώδους lµ  και στατικής πίεσης  (Σχήµα 1). Όσον αφορά τη µεµβράνη, 

θεωρείται ότι το ελαστοιξώδες υλικό της µεµβράνης είναι ασυµπίεστο µε µέτρο διάτµησης 

και έχει συµπεριφορά νευτωνικού ρευστού µε δυναµικό ιξώδες 

stP

sG sµ . Έστω ότι 

είναι η εξωτερική και εσωτερική ακτίνα της µικροφυσαλίδας αντίστοιχα, όταν δεν υπάρχουν 

παραµένουσες τάσεις στην µεµβράνη. Θα θεωρήσουµε ότι στην κατάσταση ισορροπίας 

υπάρχουν παραµένουσες τάσεις και ότι 

unsuns aR ,  

( ) ( )
balbal arrRrr tutu

==
== 0,0 είναι οι αντίστοιχες 

µετατοπίσεις που προκαλούν τις τάσεις αυτές. Τότε θα ισχύει: 

( )
( )

bal

bal

arrunsbal

Rrrunsbal

tuaa

tuRR

=

=

=+=

=+=

0

0
          (5) 

Στο εσωτερικό της µικροφυσαλίδας υπάρχει ιδανικό αέριο σε πίεση ισορροπίας , 

οι µεταβολές της οποίας θεωρούνται ότι γίνονται οµοιόµορφα και ακαριαία σε όλο το αέριο.  

balgP ,

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Υγρό (µl, Cl, ρl)  

Σχήµα 1. Γεωµετρικά χαρακτηριστικά της 

κατάσταση ισορροπίας. 
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Aν διαταράξουµε την χρονική στιγµή 0=t  την πίεση στο άπειρο ως: 

( ) ( )[ ]tPtP fst ωε sin1+=∞ , ff πω 2=   (6) 

όπου  η συχνότητα της εξωτερικής διαταραχής, τότε η µικροφυσαλίδα θα 

αρχίσει να ταλαντώνεται και θα στέλνει πίσω κύµατα πίεσης τα οποία θα περιέχουν εν γένει 

διάφορες συχνότητες. Η ένταση (Scattering Cross Section – σ

MHzf 101−=

Sc) αυτή του επιστρεφόµενου 

κύµατος από τη µικροφυσαλίδα µπορεί να ποσοτικοποιηθεί [23] ως:  

∫

∫
=

f

f

t

Ac

t

Sc

balSc

dtP

dtP
R

0

2

0

2

24πσ , (7)  

όπου ( ) ( )tPtP fstAc ωε sin=  είναι η διαταραχή της πίεσης στο άπειρο, και 

 είναι η σκεδαζόµενη πίεση σε απόσταση ( ) ( ) (tPPtrPtrP AcstlSc −−= ,, ) r  από το κέντρο της 

µικροφυσαλίδας. Η ένταση (σSc) αυτή καθορίζει ουσιαστικά το πόσο δυνατό είναι το σήµα 

που δίνει πίσω η µικροφυσαλίδα. 

Ωστόσο, επειδή το σήµα που εκπέµπει η µικροφυσαλίδα περιέχει εν γένει πολλές 

συχνότητες µπορεί να οριστεί [5] το µέγεθος:  

∫

∫
=

f

f

t

Ac

t

nSc

balnSc

dtP

dtP
R

0

2

0

2
,

2
, 4πσ ,            (8) 

όπου  είναι το καθαρό ποσό της πίεσης σε απόσταση nScP , r  από το κέντρο της 

µικροφυσαλίδας που στέλνει πίσω µόνο η ν-ιοστή αρµονική. Το µέγεθος αυτό ουσιαστικά 

δείχνει ξεχωριστά τη δύναµη της κάθε αρµονικής στο συνολικό σήµα. 

Το ρευστό θεωρείται ότι έχει συµπιεστότητα µακρυά από τη φυσαλίδα και εποµένως 

η ταχύτητα διάδοσης της διαταραχής είναι πεπερασµένη, έστω . Κοντά όµως στη 

φυσαλίδα η ροή θεωρείται ασυµπίεστη. Για να ισχύει αυτή η υπόθεση θα πρέπει το µήκος 

κύµατος της διαταραχής να είναι αρκετά µεγαλύτερο από την ακτίνα της φυσαλίδας. Υπό 

αυτές τις προϋποθέσεις ισχύει η µη γραµµική διαφορική εξίσωση για σφαιρική ταλάντωση 

φυσαλίδας µέσα σε συµπιεστό ρευστό σύµφωνα µε τους Κeller – Miksis [24]: 

lC
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( ) ( AcRrl
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llll

PP
dt
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22
31 2 ) ,   (9) 

όπου, R είναι η ακτίνα της φυσαλίδας την τυχούσα χρονική στιγµή , t ( )
2

2

,)(
dt

tRdR
dt

tdRR ==  

και 
RrlP

=
 είναι η πίεση του εξωτερικού ρευστού υπολογισµένη στην διεπιφάνεια της 

φυσαλίδας.  

Η προσπάθεια µοντελοποίησης της µικροφυσαλίδας θα ολοκληρωθεί µε την 

συσχέτιση της 
RrlP

=
 µε την εσωτερική πίεση του αερίου και τα χαρακτηριστικά της 

µεµβράνης. Προς τούτο θα θεωρήσουµε ότι η µεµβράνη υφίσταται µόνο ακτινικές 

µετατοπίσεις και ότι έχει συµπεριφορά ιξωδοελαστικού ρευστού που περιγράφεται από το 

µοντέλο Kelvin-Voigt όπου ισχύει ο γραµµικός καταστατικός νόµος τάσεων-

παραµορφώσεων [8]: 

gP

( )γµγ ssm GX += 2 ,  (10) 

όπου 

( )[ ]Tuu ∇+∇=
2
1γ , ( )[ ]TUU ∇+∇=

2
1γ ,  (11) 

u  το διάνυσµα των µετατοπίσεων, U  το διάνυσµα των ταχυτήτων µέσα στην µεµβράνη, sµ  

το δυναµικό ιξώδες και Gs το µέτρο ελαστικότητας του υλικού από το οποίο αποτελείται η 

µεµβράνη. Υποθέτουµε ότι το πάχος της µεµβράνης balbal aR −=δ  είναι µικρό σχετικά µε 

την ακτίνα της φυσαλίδας και η πυκνότητά της µικρή και εποµένως οι αδρανειακοί όροι της 

µεµβράνης θα είναι αµελητέοι σε σχέση µε τους ιξώδεις όρους. Λαµβάνοντας υπόψη αυτή τη 

θεώρηση, η r-διεύθυνση της ορµής για τη µεµβράνη γραµµένη σε σφαιρικές συντεταγµένες 

θα είναι: 

0,,0
44

44
22

22

2

2

2

2

≥≤≤=−

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−

tRrau
r
G

U
r

r
u

r
G

r
U

rr
u

G
r
U

r
P

r
s

r
s

rsrsr
s

r
s

s

µ

µ
µ

  (12) 

όπου  η πίεση µέσα στη µεµβράνη. ( trPs , )
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 Αν χρησιµοποιήσουµε τον καταστατικό νόµο του Mooney για µεµβράνη 

απειροελάχιστου πάχους, η σχέση (10) τάσεων παραµορφώσεων θα µετατραπεί [25,26], 

θεωρώντας µόνο ακτινικές παραµορφώσεις - µετατοπίσεις:  

( )[ ]
t
e

eR
eb

eR
GX ssrr ∂

∂
+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=

1411112 2
6

µδ       (13) 

όπου 
uns

r

R
ue += 1 , και sGE 3= 10 ≤≤ b , ανάλογα µε το υλικό. Στην ανάλυση που θα 

ακολουθήσει θα χρησιµοποιηθεί ο γραµµικός καταστατικός νόµος.   

Ολοκληρώνοντας την (12) µέσα στη µεµβράνη λαµβάνουµε:  

0
4444

2222

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+−

∫

====
==

dru
r
G

U
rr

u
r
G

r
U

r

r
uG

r
uG

r
U

r
UPP

R

a r
s

r
srsrs

ar

r
s

Rr

r
s

ar

r
s

Rr

r
sRrsars

µµ

µµ
   (14)  

Το ισοζύγιο ορθών τάσεων στη διεπιφάνεια αερίου – µεµβράνης δίνει: 

ar

r
s

ar

r
sgars r

uG
r

U
a

PP
==

= ∂
∂

+
∂
∂

+−= 222 1 µ
σ        (15) 

Ενώ το ισοζύγιο ορθών τάσεων στη διεπιφάνεια εξωτερικού ρευστού – µεµβράνης δίνει: 

 
Rr

l
rr

Rr

r
s

Rr

r
sRrlRrs X

r
uG

r
U

R
PP

=
==

==
−

∂
∂

+
∂
∂

++= )(2 222
µ

σ     (16) 

Η (14) από τις (15) και (16) δίνει: 

dru
r
G

U
rr

u
r
G

r
U

r
X

Ra
PP

R

a r
s

r
srsrs

Rr

l
rrRrlg ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∂
∂

+
∂
∂

−−++=
== 22

)(21 444422 µµσσ , (17) 

όπου 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

= =

=
= R

r
r

X Rr

Rr

l
Rr

l
rr 2

2
)(

3
4µ

         (18) 
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είναι η συνιστώσα του τανυστή των ιξωδών τάσεων του εξωτερικού υγρού υπολογισµένη 

πάνω στην µεµβράνη (r=R) και ( )tr,Φ  το δυναµικό ταχύτητας του υγρού. Από τη θεωρία της 

ιδανικής ροής γύρω από σφαίρα ακτίνας ( )tR , προκύπτει ότι:  

( )
r
RRtr

2

, −=Φ             (19) 

Επειδή η µεµβράνη θεωρείται ασυµπίεστη, η εξίσωση της συνέχειας για την µεµβράνη 

γράφεται: 

Rra
r

U
r

U rr ≤≤=+
∂
∂ ,02          (20) 

 η οποία σε συνδυασµό µε τις συνοριακές συνθήκες:  

dt
dRRU

dt
daaU

Rrr

arr

==

==

=

=

           (21) 

δίνει  

Rra
r
RR

r
aaU r ≤≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,

22

        (22) 

Σχετικά µε τις µετατοπίσεις της εσωτερικής και της εξωτερικής ακτίνας της µεµβράνης ισχύει 

ότι, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

bal

bal

arrbalunsarr

RrrbalunsRrr

tuataatau

tuRtRRtRu

==

==

=+−=−=

=+−=−=

0

0
       (23) 

για την τυχούσα χρονική στιγµή t, ενώ από τη διατήρηση του όγκου της µεµβράνης 

προκύπτει: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3333 00
balbal arrbalRrrbal tuatuRtRta

==
=−+=−−=     (24) 

Η σχέση (24) την χρονική στιγµή t=0 δίνει: 

( )( ) ( )( ) 3333 00 balbalarrbalRrrbal aRtuatuR
balbal

−==−−=−
==

,     (25) 
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η οποία συσχετίζει τις µετατοπίσεις ( )
balRrr tu

=
= 0 και ( )

balarr tu
=

= 0 που προκαλούν τις 

παραµένουσες τάσεις. 

Για το αέριο θεωρούµε αδιαβατική συµπίεση – εκτόνωση, άρα θα ισχύει: 

γγ
balbalgg VPVP ,=           (26) 

όπου  η πίεση και ο όγκος του αερίου σε συνθήκες ισορροπίας. Στην κατάσταση 

ισορροπίας ισχύει ότι , όποτε η (17) δίνει: 

balbalg VP ,,

( ) 00 ==tU r

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ =
−

=
−++= ==

bal

arr

bal

Rrr
s

balbal
stbalg a

tu

R

tu
G

Ra
PP balbal

00
4

22 21
,

σσ     (27) 

Συνδυάζοντας τις (17),(18),(19),(22),(23),(26),(27) λαµβάνουµε: 

( ) ( )

( ) ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ =+−
−

=+−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ =
−

=
−++=

==

==

=

R

tuRR

a

tuaa
G

R
R

a
RR

R
R

Raa
a

a

tu

R

tu
G

Ra
PP

balbal

balbal

Rrrbalarrbal
ss

l

bal

bal

arr

bal

Rrr
s

balbal
stRrl

00
44

4

2200
4

22

3

2

21
3

21

µ
µ

σσσσ γ

 (28) 

Αντικαταθιστώντας την (28) στην (9) παίρνουµε τελικά:  

15 



( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎜⎜
⎝

⎛
+−−++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ =
−

=
−++−

+

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ =+−
−

=+−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ =
−

=
−++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==

==

==

==

dt
dP

R

RtuR

a

RRtua
G

R
R

a
RR

a
RR

R
R

R
R

a
RR

a
RR

a
a

a

tu

R

tu
G

Ra
P

C
R

PP

R

tuRR

a

tuaa
G

R
R

a
RR

R
R

Ra

a
a

a

tu

R

tu
G

Ra
P

C
R

R
a
R

C
R

C
R

C
RRR

C
R

AcRrrbalarrbal
s

s
l

bal

bal

arr

bal

Rrr
s

balbal
st

ll

Acst

Rrrbalarrbal
s

s
l

bal

bal

arr

bal

Rrr
s

balbal
st

ll

ll

s

ll

l

ll

balbal

balbal

balbal

balbal

24

2

2

2

6

24

3

2

2

2
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2
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3
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3

2
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3
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3

3
2
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00
4223

00
4

4
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1
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µσσ

σσ
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σσ
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ρ
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ρ
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 (29) 

όπου το  συσχετίζεται µε το ( )ta ( )tR  µέσω της (24) και η µετατόπιση ( )
balRrr tu

=
= 0 µε  την 

( )
balarr tu

=
= 0 µέσω της (25). Η (29) αποτελεί µία µη γραµµική συνήθης διαφορική εξίσωση 

δεύτερης τάξης ως προς , εποµένως απαιτούνται δύο αρχικές συνθήκες για την 

ολοκλήρωση της κατάστρωσης του προβλήµατος. Αυτές θα είναι ότι η θέση και η ταχύτητα 

της µικροφυσαλίδας στην κατάσταση ισορροπίας είναι δεδοµένες: 

( )tR

( )
( ) 00

0

==

==

tR

RtR bal            (30) 

Η επίλυση της (29) θα συσχετίσει την εξωτερική και την εσωτερική ακτίνα της 

µικροφυσαλίδας µε τον χρόνο. Έπειτα, µε χρήση της (28) µπορούµε να υπολογίσουµε την 

πίεση του εξωτερικού ρευστού πάνω στην µεµβράνη σαν συνάρτηση του χρόνου. Αυτή η 

µεταβλητή θα χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της ( )tRPSc , , η οποία στη συνέχεια 

χρησιµοποιείται στον υπολογισµό του nSc,σ  . 

Θα εφαρµόσουµε αδιαστατοποίηση στην παραπάνω εξίσωση. Για τον λόγο αυτό 

κατάλληλα  χαρακτηριστικά µεγέθη θα είναι: 
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Χαρακτηριστικό µήκος:  balRR =*

Χαρακτηριστικός χρόνος: 
f

t
ω
1* = , επειδή η χρονική κλίµακα στην οποία θα αναπτυχθούν 

τα φαινόµενα καθορίζεται από την συχνότητα της εξωτερικής διέγερσης. 

Χαρακτηριστική πίεση:    22*
balfl RP ωρ=

Τα αδιάστατα µεγέθη που προκύπτουν είναι:  

Αριθµός Reynolds εξωτερικού ρευστού: 
l

balfl

l

l
l

RRU
µ
ωρ

µ
ρ 2**

Re ==   

Αριθµός Reynolds µεµβράνης: 
s

balfl

s

l
s

RRU
µ
ωρ

µ
ρ 2**

Re ==  

Αριθµός Mach λόγω της συµπιεστότητας στο εξωτερικό ρευστό: 
l

balf

l
l C

R
C
UM

ω
==

*

 

Μέτρο διάτµησης της µεµβράνης: 22*
balfl

ss
s R

G
P
G

G
ωρ

==′  

Αριθµός Weber αερίου – µεµβράνης: 
1

32

1

**

1 σ
ωρ

σ
balfl RPRWe ==   

Αριθµός Weber µεµβράνης – εξωτερικού ρευστού: 
2

32

2

**

2 σ
ωρ

σ
balfl RPRWe ==  

Εφαρµόζοντας την αδιαστατοποίηση στην (29) προκύπτει: 
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4

Re
4

1

cos
010

4

32
Re

4
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422

0
04223

sin
010

4

Re
4

Re
422

0
0422

1

22
3

3

2
1

4

2

2

2

6

24

3

2

2

2

2
2

4

23

1

3

23

1
2

2

1

1

3

2

2

3

1

3

1
2

2

1

2

ε

γ

ε

γ

γ

(31) 

µε ( ) ( ) ( )( ) ( )( )33

1
33 001

balarrbalrr tuatutRta
′=′=′

=′′−′+=′′−−′=′     (32)  

και αρχικές συνθήκες: 

( )
( ) 00

10
==′′

==′′

tR
tR

           (33) 

Στις σχέσεις (31),(32),(33) τα µεγέθη µε τον τόνο είναι αδιάστατα. Στο εξής τα αδιάστατα 

µεγέθη θα εµφανίζονται χωρίς τόνο για ευκολία εκτός αν δηλώνονται αλλιώς.  
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2.2 Γραµµικοποίηση του Προβλήµατος 

Θα εφαρµόσουµε γραµµικοποιήση στην (31). Για απλούστευση θα θεωρήσουµε ότι 

δεν έχουµε παραµένουσες τάσεις στην µεµβράνη οπότε ( ) ( ) 000
1

====
== balarrrr tutu . 

Προς τούτο θεωρούµε µικρές διαταραχές στην βασική λύση, δηλαδή στην κατάσταση 

ισορροπίας της µικροφυσαλίδας: 

( )tPPP
aaa

RR

fstst

dbal

d

ωε
ε

ε

sin

1

+=
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 µε 1<<ε . ∆ιατηρώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης 

ως προς ε και χρησιµοποιώντας την σχέση 2
bal

d
d a

Ra =       (34) 

που παράγεται από τη γραµµικοποίηση της σχέσης (32) προκύπτει: 
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Η (35) είναι της µορφής: ( ) (tMPtPRFRFRF lststddd cossin321 εε −−=++ )   (36) 

η οποία έχει λύση την: 
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και IR iσσσ +=  είναι η λύση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου . 032
2

1 =++ FFF σσ Rσ  

φανερώνει την απόσβεση του συστήµατος και Iσ  την κυκλική ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης 

της µικροφυσαλίδας. 

Αν υπολογισθεί το  από την (7), τότε θα προκύψει: Scσ

( )
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2
3 2
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224 10 , ,
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=     (39) 

όπου f
R

 η ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης της µικροφυσαλίδας, f η συχνότητα της εξωτερικής 

διέγερσης, R0 η ακτίνα της µικροφυσαλίδας στην ισορροπία και δt ο συνολικός συντελεστής 

απόσβεσης. 

2.3 Αριθµητική Προσέγγιση 

Η σχέση (31) είναι µία µη γραµµική διαφορική εξίσωση 2ης τάξης ως προς το χρόνο 

και για την επίλυση της χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος Runge-Kutta 4ης τάξης για συστήµατα, η 

οποία έχει ακρίβεια τάξης ( )4dtO . Για να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος, η µη γραµµική 

διαφορική εξίσωση 2ης τάξης (σχέση 31) µετατρέπεται σε σύστηµα µη γραµµικών 

διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης: 
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    (40) 

Το χρονικό βήµα της µεθόδου θεωρείται σταθερό και επιλέγεται τέτοιο ώστε να 

επιτυγχάνεται σύγκλιση της µεθόδου. 

Στη σχέση (8) απαιτείται να υπολογισθεί το  το οποίο µέσω της ταυτότητας 

του Parseval γίνεται: 
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), όπου ∞= ,....2,1, nba nn  είναι οι συντελεστές 

του αναπτύγµατος Fourier του διανύσµατος ( )tPSc  και υπολογίζονται µε τον αλγόριθµο του 
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Γρήγορου Μετασχηµατισµού Fourier(FFT). Αφού υπολογισθούν οι συντελεστές του 

αναπτύγµατος Fourier του διανύσµατος ( )tPSc , τότε ο κάθε όρος n της παραπάνω 

απειροσειράς διαιρεµένος µε τον παρονοµαστή της σχέσης (8) θα δώσει τη συνισφορά της 

αρµονικής nSc,σ  στο συνολικό συντελεστή σκέδασης.  

 

2.4 Αποτελέσµατα και Συµπεράσµατα  

Επιβάλλεται να γίνει σύγκριση των αποτελεσµάτων που δίνει ο µη γραµµικός κώδικας 

µε την αναλυτική λύση που προβλέπει η γραµµική θεωρία. Με αυτό τον τρόπο θα 

πιστοποιηθεί η ορθότητα του µη γραµµικού κώδικα, όταν εφαρµοσθούν γραµµικές 

διαταραχές. Στις µη γραµµικές διαταραχές, η σύγκριση µε τα πειράµατα είναι επιβεβληµένη. 

Στους παρακάτω υπολογισµούς θεωρείται ότι η µεµβράνη δεν έχει παραµένουσες τάσεις για 

λόγους απλούστευσης. Μία παραµετρική µελέτη της επίδρασης των παραµένουσων τάσεων 

στο φάσµα συχνοτήτων της µικροφυσαλίδας για µη γραµµικές διαταραχές θα δοθεί σε 

συγκεκριµένο κεφάλαιο. Γενικά, όταν χρησιµοποιείται γραµµικός νόµος µεταξύ των τάσεων 

και των παραµορφώσεων δεν επηρεάζεται σηµαντικά η διατοµή σκέδασης, nSc,σ , από τις 

παραµένουσες τάσεις. Όταν όµως χρησιµοποιηθεί µη γραµµικός νόµος τότε αναµένεται ότι οι 

παραµένουσες τάσεις θα παίξουν σηµαντικό ρόλο. Στο σχήµα 2 παρουσιάζεται η εξωτερική 

ακτίνα της µικροφυσαλίδας σα συνάρτηση του χρόνου όπως προκύπτει από την αναλυτική 

λύση του γραµµικού µοντέλου και την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος για µικρή 

διαταραχή (ε=0.05). Είναι φανερό ότι το αριθµητικό µοντέλο συµφωνεί µε την αναλυτική 

λύση, όταν εφαρµοσθούν γραµµικές διαταραχές 

 Στα παρακάτω εφαρµόζεται παραµετρική µελέτη των επιδράσεων της εξωτερικής 

διαταραχής, του πάχους της µεµβράνης, του µέτρου διάτµησης, του ιξώδους της µεµβράνης 

του µεγέθους της µικροφυσαλίδας και των παραµένουσων τάσεων στο σκεδαζόµενο σήµα 

πίεσης, nSc,σ . Επίσης, µελετάται η επίδραση του εξωτερικού ρευστού (νερό – αίµα) στο nSc,σ  

της µικροφυσαλίδας. 
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Σχήµα 2. Η εξωτερική ακτίνα της µικροφυσαλίδας σα συνάρτηση του

συντονισµό β) εκτός συντονισµού. ∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=10

kg/m3, s1=0.04 κg/s2, s2=0.005 kg/s2, µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s,  

Gs=35 ΜPa,  α=3*10-6 m,  δ=15*10-9 m, Einf=0.05. ( ) ( )00
1

===
== arrrr tutu

 

 

Η Επίδραση της Εξωτερικής ∆ιαταραχής 

Στο σχήµα 3 φαίνεται η επίδραση της εξωτερικής διαταραχής 

µικροφυσαλίδας: Όσο αυξάνεται η διαταραχή της πίεσης στο άπειρο 

συχνοτήτων της µικροφυσαλίδας εµπλουτίζεται µε υψηλότερες αρµονικές, ε

συντονισµού επηρεάζεται ελάχιστα. Επίσης, όπως φαίνεται από τα απο

αυξάνεται η διαταραχή τόσο αυξάνεται η συνεισφορά των υψηλότερων αρµο

σε σχέση µε τη συνεισφορά της συχνότητας της εξωτερικής διέγερσης.

διαταραχή είναι µικρή το nSc,σ  συµπίπτει µε αυτό της γραµµικής θεωρίας. 
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Σχήµα 3. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερ

γ) Einf=4.05, δ) Einf=6.05. ∆εδοµένα προσοµο

s1=0.04 κg/s2, s2=0.005 kg/s2, µl=0.001 kgm-

ΜPa,  α=3*10-6 m,  δ=15*10-9 m. ( )0
1

=
=rr tu
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Η Επίδραση του Πάχους της Μεµβράνης 

Όπως φαίνεται από το σχήµα 4 η επίδραση του πάχους της µεµβράνης στο nSc,σ  της 

µικροφυσαλίδας είναι πολύ σηµαντική, γιατί όχι µόνο αποσβένεται η συνεισφορά των 

υψηλότερων αρµονικών αλλά και της επιβαλλόµενης συχνότητας στο nSc,σ ,  αλλά επίσης 

µετατοπίζεται σε πιο υψηλές συχνότητες ο συντονισµός, όσο αυξάνεται το πάχος της 

µεµβράνης.   
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Σχήµα 4. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερ

m, γ) δ=55*10-9 m, δ) δ=75*10-9 m. ∆εδοµέν

kg/m3, s1=0.04 κg/s2, s2=0.005 kg/s2, µl=0.0

Gs=35 ΜPa,  α=3*10-6 m,  Einf=2.05. ( 0=r tu
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Η Επίδραση του Μέτρου ∆ιάτµησης της Μεµβράνης 

 Το µέτρο διάτµησης της µεµβράνης φαίνεται να επηρεάζει κυρίως το sG nSc,σ  της 

επιβαλλόµενης συχνότητας, το οποίο αυξάνει σηµαντικά µε την αύξηση του  (Σχήµα 5). 

Οι υψηλότερες αρµονικές αποσβένονται λίγο, ενώ το ποσοστό συµµετοχής τους στο 

συνολικό 

sG

nSc,σ  µειώνεται σηµαντικά. Επίσης, ο συντονισµός επέρχεται σε υψηλότερες 

συχνότητες.   
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Σχήµα 5. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικ

ΜPa,  γ) Gs=105 ΜPa, δ) Gs=140 ΜPa. ∆εδο

ρl=998 kg/m3,  s1=0.04 κg/s2,  s2=0.005 kg/s2, 

kgm-1s-1, α=3*10-6 m,  δ=15*10-9 m, Einf=2.05. u
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Η Επίδραση του ιξώδους της Μεµβράνης 

 Το ιξώδες της µεµβράνης φαίνεται να επηρεάζει όλες τις αρµονικές αποσβένοντας τις, 

ενώ µεταφέρει το συντονισµό σε υψηλότερες συχνότητες (Σχήµα 6). Ωστόσο, η µεταφορά 

του συντονισµού δεν είναι τόσο σηµαντική όσο η απόσβεση. 
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Σχήµα 6. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικής συχνότητας για α) µs=0.6 kgm-1s-1 β) µs=1.6 

kgm-1s-1,  α) µs=2.6 kgm-1s-1, α) µs=3.6 kgm-1s-1. ∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=101325 

Pa,  ρl=998 kg/m3,  s1=0.04 κg/s2,  s2=0.005 kg/s2,  µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s, Gs=35 

ΜPa,  α=3*10-6 m,  δ=15*10-9 m, Einf=2.05. ( ) ( ) 000
1
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Η Επίδραση του Μεγέθους της Μικροφυσαλίδας 

 Το µέγεθος της µικροφυσαλίδας επηρεάζει σηµαντικά το nSc,σ  όλων των αρµονικών 

και τη συχνότητα συντονισµού (Σχήµα 7). Όσο µεγαλύτερες είναι οι µικροφυσαλίδες τόσο 

πιο πλούσιο σε υψηλές αρµονικές είναι το φάσµα συχνοτήτων, αν και το ποσοστό στο 

συνολικό nSc,σ  αλλάζει λίγο. Η συχνότητα συντονισµού τείνει να γίνει µικρότερη για 

µεγαλύτερες µικροφυσαλίδες. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
6

0

2500

5000

7500

10000

12500

15000

v
f
  

2v
f
 

3v
f
 

4v
f
 

v
f
/2

v
f
 (Hz)

0 1 2
0

2500

5000

7500

10000

12500

15000

v
f

2v
f

3v
f

4v

 

) )  

27 

S
c,

n
σ

 
(µ

2
m

)

 

 

 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

2500

5000

7500

10000

12500

15000

v
f
 (Hz)

σ
S

c,
n 

(µ
m

2
)

 
 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 7. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικής συχνότητας

m,  γ) α=7*10-6 m. ∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=1013

κg/s2,  s2=0.005 kg/s2,  µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s, 

δ=15*10-9 m, Einf=2.05. ( ) ( ) 000
1

====
== balarrrr tutu  
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25 Pa,  ρl=998 kg/m3,  s1=0.04 

Gs=35 ΜPa, µs=0.6 kgm-1s-1,  



Η Επίδραση τoυ Ιξώδους και της Συµπιεστότητας του Εξωτερικού Ρευστού  

 Στο σχήµα 8 φαίνεται το nSc,σ , όταν το εξωτερικό ρευστό είναι νερό και αίµα. Από τα 

γραφήµατα φαίνεται ότι στο αίµα (Cl=500 m/s, µl=0.004 kgm-1s-1) παρατηρείται µία 

απόσβεση των αρµονικών σε σχέση µε ότι συµβαίνει στο νερό (Cl=1500 m/s, µl=0.001 kgm-

1s-1), χωρίς όµως να επηρεάζεται σηµαντικά η συχνότητα συντονισµού.   
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Σχήµα 8. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικής συχνότητα

µl=0.001 kgm-1s-1) β) αίµα (Cl=500 m/s, µl=0.004 kgm-1s-1). ∆εδ

Pinf=101325 Pa,  ρl=998 kg/m3,  s1=0.04 κg/s2,  s2=0.005 kg/

µs=0.6 kgm-1s-1,  δ=15*10-9 m, Einf=2.05. ( ) ( )00
1
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= rrr tutu
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Η Επίδραση των Παραµένουσων Τάσεων της Μεµβράνης 
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Σχήµα 9. Η εξωτερική ακτίνα της µικροφυσαλίδας σ

παραµένουσες τάσεις στη µεµβράνη α) σε συντονι

προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=101325 Pa, ρl=998 kg/m3, 

kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s,  µs=0.6 kgm-1s-1,   Gs=35 ΜPa,

 

Στα σχήµατα 9 και 10 φαίνεται η επίδρα

ταλάντωση της µικροφυσαλίδας και στο nSc,σ , αντίστο

τάσεις στη µεµβράνη παίζουν µικρό ρόλο, όταν χρησιµ

παραµορφώσεων. Αναµένεται ότι αν χρησιµοποιηθεί 

θα µεγαλώσει σηµαντικά, κυρίως στο µεταβατικό στάδ
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ση των παραµένουσων τάσεων στη 

ιχα. Είναι φανερό ότι οι παραµένουσες 

οποιείται ο γραµµικός νόµος τάσεων – 

µη γραµµικός νόµος, η επίδραση τους 
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Σχήµα 10. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικής συχνότητας για διάφορες τιµές των 

παραµένουσων τάσεων.  ∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=101325 Pa,  ρl=998 kg/m3,  

s1=0.04 κg/s2,  s2=0.005 kg/s2,  µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s, α=3*10-6 m, Gs=35 ΜPa, 

µs=0.6 kgm-1s-1,  δ=15*10-9 m, Einf=2.05.  

 

 

Σύγκριση µε τις Ελεύθερες Φυσαλίδες 

 Όπως φαίνεται από το σχήµα 11 οι ελεύθερες φυσαλίδες εµφανίζουν πολύ πιο 

πλούσιο φάσµα συχνοτήτων απ’ ότι οι µικροφυσαλίδες (Contrast Agents) για το ίδιο µέγεθος 

διαταραχής, ενώ και ο συντονισµός τους επέρχεται σε πιο χαµηλές συχνότητες. Επίσης, η 

απόδοση στο nSc,σ  της ελεύθερης φυσαλίδας είναι αρκετά µεγαλύτερη από αυτή των Contrast 

Agents. Όµως τα τελευταία συντονίζονται και αυξάνουν την απόδοσή τους στο φάσµα 

συχνοτήτων που αντιστοιχεί στους υπέργχους, λόγω της ελαστικής τους µεµβράνης, γεγονός 

που καθιστά την χρήση υπέρηχων αναγκαία σε συνδυασµό µε τις µικροφυσαλίδες. 
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Σχήµα 11. Το nSc,σ  σα συνάρτηση της εξωτερικής συχνότη

α) Ελεύθερες φυσαλίδες. ∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.

s1=0.072 κg/s2,  s2=0.0 kg/s2,  µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1

µs=0.0 kgm-1s-1,  δ=0 m, Einf=1.0. 

 β) Contrast Agent.∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=1

κg/s2,  s2=0.005 kg/s2,  µl=0.001 kgm-1s-1,  Cl=1500 m/s

kgm-1s-1,  δ=15*10-9 m, Einf=1.0. ( ) ( )00
1

===
== arrrr tutu

Συνοψίζοντας, η συνεισφορά στο nSc,σ  των υψ

αυξηθεί είτε µε την αύξηση της εξωτερικής διαταραχ

µεµβράνης και γεωµετρικά χαρακτηριστικά της µικροφυ

µεγέθους της µικροφυσαλίδας για το ίδιο µέγεθος της εξ

περίπτωση αυξάνεται η ποσοστιαία συνεισφορά των υψηλ

η συχνότητα συντονισµού σχεδόν δεν αλλάζει. Στη δ

συντονισµού µειώνεται, ενώ η ποσοστιαία συνεισφορά 

nSc,σ , περίπου διατηρείται. 
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ηλότερων αρµονικών µπορεί να 

ής Εinf, για δεδοµένες ιδιότητες 

σαλίδας, είτε µε την αύξηση του 

ωτερικής διαταραχής. Στην πρώτη 

ότερων αρµονικών στο nSc,σ , ενώ 

εύτερη περίπτωση, η συχνότητα 

των υψηλότερων αρµονικών στο 



Η αύξηση του µέτρου διάτµησης έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της συνεισφοράς 

στο nSc,σ  της επιβαλλόµενης συχνότητας, ενώ η ποσοστιαία συνεισφορά των υψηλότερων 

αρµονικών µειώνεται. Παράλληλα, αυξάνεται σηµαντικά η συχνότητα συντονισµού. 

Η επίδραση του ιξώδους και του πάχους της µεµβράνης είναι σχεδόν παρόµοια όσον 

αφορά τη συνεισφορά των αρµονικών στο nSc,σ . Εµφανίζεται απόσβεση όλων των 

αρµονικών. Ωστόσο, η ποσοστιαία συµµετοχή των αρµονικών στο nSc,σ  φαίνεται να 

µειώνεται µε την αύξηση του πάχους της µεµβράνης, σε αντίθεση µε την αύξηση του ιξώδους 

της µεµβράνης που φαίνεται να διατηρείται. Επίσης, η αύξηση του πάχους της µεµβράνης 

επηρεάζει σε σηµαντικό βαθµό τη συχνότητα συντονισµού την οποία αυξάνει, σε αντίθεση µε 

την αύξηση του ιξώδους της µεµβράνης που δεν την επηρεάζει σηµαντικά.    

Επίσης, η επίδραση της συµπιεστότητας και του ιξώδους του εξωτερικού ρευστού 

φαίνεται να επηρεάζει τη συνεισφορά των αρµονικών στο nSc,σ . Εµφανίζεται απόσβεση όλων 

των αρµονικών, ενώ και η ποσοστιαία αναλογία συµµετοχής των υψηλότερων αρµονικών 

φαίνεται να µειώνεται. Ακόµα, η συχνότητα συντονισµού δεν φαίνεται να επηρεάζεται 

σηµαντικά. 

Ακόµα, η επίδραση των παραµένουσων τάσεων στο nSc,σ  φαίνεται να είναι αµελητέα, 

ενώ οι ελεύθερες φυσαλίδες εµφανίζουν πολύ πιο πλούσιο φάσµα σε σχέση µε τις 

µικροφυσαλίδες, ενώ και ο συντονισµός τους εµφανίζεται σε αρκετά πιο χαµηλή συχνότητα.  

Τα παραπάνω αναφέρονται σε γραµµικό καταστατικό νόµο µεταξύ – τάσεων 

παραµορφώσεων. Αναµένεται σηµαντική αλλαγή της επίδρασης των παραµένουσων τάσεων 

και του µέτρου διάτµησης της µεµβράνης στο nSc,σ , όταν χρησιµοποιηθεί µη γραµµικός 

νόµος.   

 

Σύγκριση µε πειραµατικά αποτελέσµατα 

 Όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, οι µικροφυσαλίδες που χρησιµοποιούνται στις 

εφαρµογές και στα πειράµατα εµφανίζονται πάντα σε πληθυσµούς και το µέγεθος τους 

ακολουθεί ορισµένη κατανοµή. Για το λόγο αυτό, ορίζεται ο συντελεστής [27] 

( ) (∑=
r

fScf rvrnvh ,)(
4
1 σ
π

)         (41) 
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όπου  είναι η συγκέντρωση των µικροφυσαλίδων µε ακτίνα r. Όπως φάνηκε από την 

παραπάνω ανάλυση, το 

( )rn

nSc,σ  εξαρτάται σε πολύ σηµαντικό βαθµό από το µέγεθος της 

µικροφυσαλίδας. Επίσης, τα πειραµατικά αποτελέσµατα των Jean – Marie Gorce et al [27] 

έδειξαν παροµοίως ότι το Scσ  εξαρτάται από τον συνολικό όγκο που έχουν οι 

µικροφυσαλίδες µε ένα ορισµένο µέγεθος και όχι από τον αριθµό των µικροφυσαλίδων µε το 

ίδιο µέγεθος. Στο σχήµα 12 εµφανίζεται η συγκέντρωση κατ’ όγκο των µικροφυσαλίδων από 

το πείραµα των Jean – Marie Gorce et al [27] έχοντας θεωρήσει πέντε κλάσεις. Από το 

γράφηµα φαίνεται ότι το 87% του όγκου των φυσαλίδων έχουν διάµετρο από 2.8-20 µm µε 

µέση τιµή περίπου τα 6.5 µm.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 12. Η συγκέντρωση κ.ο. των µικροφυσαλίδων στο πείραµα των Jean – Marie Gorce et 

al.  

Για να γίνει σύγκριση των αριθµητικών αποτελεσµάτων µε τα πειραµατικά, 

θεωρήθηκε η µέση τιµή του µεγέθους της µικροφυσαλίδας από κάθε κλάση και υπολογίσθηκε 

το Scσ  για κάθε µέγεθος. Έπειτα, χρησιµοποιήθηκε η σχέση (41) για τον υπολογισµό του 

συντελεστή h, όπου  θεωρήθηκε η συγκέντρωση κατ’ όγκο των µικροφυσαλίδων. 

∆εδοµένα για το ιξώδες, το πάχος και το µέτρο ελαστικότητας της µεµβράνης προέκυψαν από 

τις µέσες τιµές των παραµέτρων που αναφέρονται στην ίδια εργασία [27] (G

( )rn

s=36.67 MPa, 

ms=0.5968 kgm-1s-1, δ=15 nm). Το µέσο µεταφοράς των ακουστικών διαταραχών ήταν το 

νερό, ενώ η διαταραχή της πίεσης που εφαρµόσθηκε ήταν Einf=0.5 (υπερπίεση 50 KPa). Στο 
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σχήµα 13 συγκρίνονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα µε τα πειραµατικά, όσον αφορά τον 

συντελεστή h.  

 

 

          

 

 

0
0

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

B
ac

ks
ca

tt
er

 C
o

ef
fi

ci
en

t 
h

 (
µ

m
/c

m
) v

f
v (Linear Theory)

 

 

 

 

 

 

 

 ) 

Σχήµα 13. Ο συντελεστής h (backscatter coefficient

συχνότητας α) Πείραµα των Jean – Marie Gorce et a

∆εδοµένα προσοµοίωσης: γ=1.4, Pinf=101325 Pa,  ρl=99

kg/s2, Gs=36.67 ΜPa, µs=0.5968 kgm-

( ) ( ) 000
1

====
== balarrrr tutu  

  Είναι φανερό ότι αν και το µοντέλο προσεγγίζει

αποτελέσµατα, υπάρχει ορισµένη απόκλιση η οποία µάλλ

µηχανισµών απόσβεσης της ενέργειας. Η απόκλιση αυτ

παράγοντες: 

1) Η πίεση που στέλνει πίσω η µικροφυσαλίδα υπο

µικροφυσαλίδας, ενώ στα πειράµατα η συλλογή τ

απόσταση από τη µικροφυσαλίδα 
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l, β) Παρόν αριθµητικό µοντέλο. 

8 kg/m3,  s1=0.04 κg/s2,  s2=0.005 
1s-1,δ=15*10-9 m, Einf=0.5. 

 σε µεγάλο βαθµό τα πειραµατικά 

ον οφείλεται στην υποεκτίµηση των 

ή µπορεί να οφείλεται στους εξής 

λογίζεται πάνω στη µεµβράνη της 

ου σήµατος γίνεται σε ορισµένη 



2) Ο γραµµικός καταστατικός νόµος που χρησιµοποιείται για τη µεµβράνη δεν είναι 

αυτός που χαρακτηρίζει το υλικό της µεµβράνης. Αναµένεται ότι η χρήση του µη 

γραµµικού καταστατικού νόµου θα διορθώσει σε σηµαντικό βαθµό την απόκλιση. 

3) Η θεώρηση των µέσων τιµών από κάθε κλάση µειώνει την ακρίβεια των 

υπολογισµών. Απαιτείται να θεωρηθούν περισσότερες τιµές από κάθε κλάση και κυρίως 

από την κλάση µε το µεγαλύτερο ποσοστό κατ’ όγκο στις µικροφυσαλίδες. 

4) Τέλος, τα δεδοµένα για το ιξώδες, το πάχος  και το µέτρο ελαστικότητας της 

µεµβράνης προέκυψαν, όπως αναφέρθηκε, από µέσες τιµές των παραµέτρων που 

δίνονται στην εργασία των Jean – Marie Gorce et al [27]. Για τη σωστή σύγκριση 

απαιτείται να χρησιµοποιηθούν µετρήσιµες  τιµές για το ιξώδες, το πάχος και το µέτρο 

ελαστικότητας της µεµβράνης, αφού τα µεγέθη αυτά επηρρεάζουν σηµαντικά την 

απόκριση της µικροφυσαλίδας. Επι πλέον ενδέχεται να παίζει ρόλο στην απόκριση της 

φυσαλίδας και η απόσβεση της ενέργειας λόγω µεταφοράς θερµότητας, γεγονός που ίσως 

ευθύνεται για το µεγαλύτερο πλάτος της σκεδαζόµενης ενέργειας που παρατηρείται 

στους υπολογισµούς µε βάση το µοντέλο που αναπτύχθηκε στην παρούσα εργασία. 
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Κεφάλαιο 3  Η ∆υναµική της Ταλάντωσης και  της Κατάρρευσης 

της Μικροφυσαλίδας    
 

 Όπως φαίνεται και από πειραµατικά αποτελέσµατα [9], οι µικροφυσαλίδες µε 

µεµβράνη από λιπίδιο καταρρέουν σε 4 ή περισσότερες ελεύθερες µικροφυσαλίδες υπό την 

επίδραση ισχυρής ακουστικής πίεσης. Προκαταρτική ανάλυση των πειραµατικών µετρήσεων 

µε την βοήθεια κάµερας υψηλής ταχύτητας, οδήγησε στην εκτίµηση [9] ότι η κατάρρευση της 

µικροφυσαλίδας οφείλεται στην εµφάνιση αστάθειας Rayleigh – Taylor αµέσως µετά την 

χρονική στιγµή κατά την οποία η ακτίνα παίρνει την ελάχιστη τιµή της. Στο παρόν κεφάλαιο 

µελετώνται οι αξονοσυµµετρικές ταλαντώσεις και ο τρόπος κατάρρευσης µικροφυσαλίδων, 

όταν αυτές υπόκεινται σε διαταραχές της πίεσης στο άπειρο. Οι υπολογισµοί καλύπτουν ευρύ 

φάσµα διαταραχών και ιξωδοελαστικών παραµέτρων της µεµβράνης, ενώ εστιάζουν στα 

τελευταία στάδια της κατάρρευσης προκειµένου να ταυτοποιηθεί ο µηχανισµός κατάρρευσης. 

Όπως θα φανεί και στα παρακάτω αυτός δεν συνδέεται µε την αστάθεια τύπου Rayleigh 

Taylor αλλά µε την αστάθεια λυγισµού της µεµβράνης, καθώς λαµβάνει χώρα πάντα στην 

φάση συµπίεσης της µικροφυσαλίδας. 

 Η δοµή του κεφαλαίου 3 έχει ως εξής: Στο υποκεφάλαιο 3.1 αναλύεται το πρόβληµα, 

αναφέρονται οι παραδοχές και παράγονται οι εξισώσεις που περιγράφουν την δυναµική 

συµπεριφορά της διεπιφάνειας της µικροφυσαλίδας. Έπειτα, παράγεται η ολοκληρωτική 

εξίσωση η οποία συνδέει το δυναµικό ταχύτητας µε την ταχύτητα κάθετα στην διεπιφάνεια, η 

χρήση της οποίας µειώνει τις απαιτήσεις για διακριτοποίηση του προβλήµατος κατά µία 

διάσταση. Στο υποκεφάλαιο 3.2 γίνεται η αριθµητική επίλυση των εξισώσεων του 

προβλήµατος. Συγκεκριµένα, εφαρµόζονται η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων για τη 

διακριτοποίηση της διεπιφάνειας και η µέθοδος των συνοριακών στοιχείων για τη 

διακριτοποίηση της ολοκληρωτικής εξίσωσης, ενώ για την χρονική ολοκλήρωση των 

εξισώσεων χρησιµοποιείται η µέθοδος Runge-Kutta 4ης τάξης. Τέλος, παρουσιάζεται ο 

αλγόριθµος επίλυσης του προβλήµατος. Στο υποκεφάλαιο 3.3 γίνεται γραµµικοποίηση των 

εξισώσεων και παράγονται οι ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης της µικροφυσαλίδας. Τέλος, στο 

υποκεφάλαιο 3.4 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων, τα οποία 

συγκρίνονται µε τη γραµµική θεωρία και τα πειράµατα.         
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3.1 Θεωρητική Ανάλυση 
 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω θα µελετηθεί η δυναµική συµπεριφορά µικροφυσαλίδας 

η οποία ταλαντώνεται λόγω µεταβολών της πίεσης στην κυρίως µάζα του ρευστού στο οποίο 

ευρίσκεται. Θα θεωρήσουµε ότι η µικροφυσαλίδα στο εσωτερικό της περιέχει συµπιεστό 

αέριο ενώ το εξωτερικό ρευστό είναι ασυµπίεστο. Λόγω της συµπιεστότητας της 

µικροφυσαλίδας η τελευταία εκτελεί ταλαντώσεις µε συχνότητα που καθορίζεται από την 

εξωτερική διαταραχή. Για συχνότητα διαταραχής στο φάσµα των υπερήχων, 1 έως 10 ΜΗz, η 

ταχύτητα της διεπιφάνειας και κατά συνέπεια του ρευστού είναι µεγάλη. Για το λόγο αυτό θα 

θεωρήσουµε σε πρώτη προσέγγιση ότι έχουµε αστρόβιλη ροή υψηλού αριθµού Reynolds και 

εποµένως µπορεί να αγνοηθεί η επίδραση του ιξώδους. Επίσης, θα θεωρήσουµε ότι έχουµε 

αξονική συµµετρία, γεγονός που µειώνει κατά µία διάσταση τις απαιτήσεις διακριτοποίησης 

του προβλήµατος. Η µεµβράνη µε την οποία περιβάλλεται η µικροφυσαλίδα θεωρείται ότι 

έχει αµελητέο πάχος δ και ότι δεν υπάρχουν παραµένουσες τάσεις στην κατάσταση 

ισορροπίας. Επίσης, θα θεωρήσουµε αµελητέα την επίδραση της επιφανειακής τάσης µεταξύ 

αερίου – µεµβράνης και µεµβράνης  - εξωτερικού ρευστού. 

Θα εφαρµόσουµε αδιαστατοποίηση θεωρώντας σαν χαρακτηριστικά µεγέθη: 

Χαρακτηριστικό µήκος             (1) balRL =*

Χαρακτηριστική πίεση            (2)  22*
fball RP ωρ=

Χαρακτηριστικός χρόνος 
f

t
ω
1* = ,           (3) 

όπου  η ακτίνα της σφαιρικής µικροφυσαλίδας στην κατάσταση ισορροπίας, balR lρ  η 

πυκνότητα του εξωτερικού ρευστού της µικροφυσαλίδας και fω η κυκλική συχνότητα της 

εξωτερικής διαταραχής. Στο εξής οι αδιάστατες µεταβλητές θα εµφανίζονται χωρίς τόνο και 

αυτές µε διαστάσεις µε τόνο. 
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Σχή

µικρ

ρευσ

υπάρ

bagP ,

Αν κ

P =∞

όπου

εκφρ

συµπ

Λαγ

σωµ

τιµές

υπολ

παρα

Ωστ

συγκ

σωµ

G
Μεµβράνη (Gs,δ) 
Pg,bal, γ 

Υγρό (ρl, Pst) 

Rbal

 

es

nG
 
Άξονας Συµµετρίας 
µα 1. Γεωµετρικά χαρακτηριστικά της ταλ

οφυσαλίδας. 

 

Αρχικά η µικροφυσαλίδα είναι σφαιρική, ακτίνα

τό πίεσης  (Σχήµα 1). Τότε, η πίεση στο εσωτερικ

χουν παραµένουσες τάσεις, προκύπτει ότι είναι: 

stP

stl P=         

ατά την χρονική στιγµή t=0 µεταβληθεί η πίεση στο ρ

( )tPP stst cosinfε+ ,     

 infε , ο συντελεστής της διαταραχής της πίεσης στο

άζεται από την (4) και η µικροφυσαλίδα αρχίζει 

ιεστότητα της.  

Για την περιγραφή της διεπιφάνειας της φυ

κραντζιανών σωµατιδίων, όπου την χρονική στι

ατίδια της διεπιφάνειας και µελετάµε πώς εξελίσσον

 του δυναµικού και της ταχύτητας κινούµενοι µα

ογίζεται η σχετική µετατόπιση των σωµατιδίων

µόρφωση της διεπιφάνειας και εποµένως τις τάσεις

όσο, στη µέθοδο αυτή τα σωµατίδια έχουν τη

εκριµένα σηµεία του χώρου. Το πρόβληµα ξεπε

ατιδίων της διεπιφάνειας, όταν αυτά πλησιάζουν πολ

Αέριο 

θ 
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άντωση

ς 

ό της 

balR

 

ευστό

 

 άπειρο

να εκ

σαλίδα

γµή t=

ται στ

ζί µ’ 

 η οπ

 που α

ν τάσ

ρνιέτα

ύ κον

eG
ς και κατάρρευσης της 

, η οποία ισορροπεί µέσα σε 

φυσαλίδας, δεδοµένου ότι δεν 

       (4)  

 εξωτερικά της φυσαλίδας ως: 

                 (5) 

, τότε παύει η ισορροπία που 

τελεί ταλαντώσεις λόγω της 

ς θα υιοθετηθεί η χρήση 

0 θεωρούµε συγκεκριµένα 

ον χρόνο, η θέση τους και οι 

αυτά. Με τον τρόπο αυτόν 

οία, ουσιαστικά, δίνει την 

ναπτύσσονται στη µεµβράνη. 

η να συγκεντρώνονται σε 

ι µε την ανακατανοµή των 

τά, δηλαδή όταν η µικρότερη 

ϕ

 



   

µεταξύ τους απόσταση γίνει κάποιο ποσοστό του αντίστοιχου ισοκατανεµηµένου µήκους 

τόξου, έτσι ώστε το νέο πλέγµα που δηµιουργείται να χωρίζει σε ίσα µήκη τόξου τις 

αποστάσεις των σωµατιδίων µεταξύ τους.    

 

 

3.1.1 Η Περιγραφή της ∆ιεπιφάνειας της Μικροφυσαλίδας κατά Lagrange  

 

Στην περιγραφή κατά Lagrange ανεξάρτητες µεταβλητές είναι η µεταβλητή ξ, η οποία 

παίρνει τιµές µεταξύ 0 και Ν (όπου Ν  είναι ο αριθµός των σωµατιδίων που θεωρούµε και των 

οποίων η κίνηση παρακολουθείται πάνω στη διεπιφάνεια) και ο χρόνος t. Εποµένως, η 

µεταβλητή ξ φανερώνει ουσιαστικά την ταυτότητα του κάθε σωµατιδίου ξεχωριστά. Λόγω 

αξονικής συµµετρίας, η γωνία φ του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων (r,θ,φ) θα 

θεωρηθεί ότι δεν παίζει ρόλο και θα υποτεθεί ότι φ=0. Η αζιµουθιακή γωνία θ και η ακτινική 

θέση r εµφανίζονται σαν εξαρτηµένες µεταβλητές των ξ και t, δηλαδή: ( )trr ,ξ=  και 

( )t,ξθθ =  

Επίσης, η µεταβλητή ξ συνδέεται µε το µήκος τόξου, S, της γενέτειρας του σχήµατος 

της φυσαλίδας κάθε χρονική στιγµή µε τη σχέση: 

222

2

2

2

ξξ θ
ξ
θ

ξξ
rrrrS

ttt

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
∂
∂             (6) 

Ξεκινώντας από το διάνυσµα θέσης: 

rerR GG
=                                     (7)  

το οποίο περιγράφει τη θέση της διεπιφάνειας κάθε χρονική στιγµή και θεωρώντας ότι η 

ταχύτητα του κάθε σωµατιδίου της διεπιφάνειας, που τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στη 

θέση ( 00 , )θr , είναι:  

00 ,θ
σωµ

r
dt
RdU
GG

= , (8)  

προκύπτει ότι: 

00 ,θr
r dt
drU =                          (9) 

και 

00 ,θ
θ

θ

rdt
drU = .          (10) 
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Επίσης, αν θεωρήσουµε ότι  

s s n sU U e U n e
s nσωµ

∂Φ ∂Φ
= + = +

∂ ∂

G G G G nG          (11) 

όπου  το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στη διεπιφάνεια µε φορά προς το εξωτερικό της 

φυσαλίδας, 

nG

θ
θθ

θ
e

rr

r
e

rr

r
n

ss

s
r

ss

s GGG
222222 +

−
+

= ,                                           (12) 

και  το εφαπτόµενο διάνυσµα στη διεπιφάνεια: se
G

θ
θ

θ

θ
e

rr

r
e

rr

r
e

ss

s
r

ss

s
s

GGG
222222 +

⋅
+

+
=                                           (13) 

τότε συνδυασµός των (6),(9),(10),(11),(12) και (13) θα δώσει  

222

222

, 00 ξξ

ξξξξξ

θ θ

θθ

rr

rrr
n

r

dt
dr

r +

+
∂
Φ∂

+Φ
=                                                                 (14) 

και 

( )222

222

, 00 ξξ

ξξξξξ

θ θ

θθθ
rrr

rrr
n

r

dt
d

r +

+
∂
Φ∂

−Φ
= ,                                         (15) 

λαµβάνοντας υπόψη ότι: 

1222 =+ ss rr θ .                             (16) 

Στα παραπάνω, 
n∂
Φ∂  υποδηλώνει παραγώγιση κάθετα στη διεπιφάνεια και προς το εξωτερικό 

της µικροφυσαλίδας.  

Εάν εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Bernoulli µεταξύ του άπειρου και της διεπιφάνειας 

του ρευστού και της φυσαλίδας, τότε θα προκύψει σε αδιάστατη µορφή,  

∞=
∂
Φ∂

+
Φ∇

+ P
t

Pl 2

2G

                              (17) 

όπου  είναι η πίεση του ρευστού που περιβάλλει την φυσαλίδα υπολογισµένη στη 

διεπιφάνεια. 

lP

 Από τον ορισµό της υλικής παραγώγου προκύπτει:  
2

Φ∇−
Φ

=
∂
Φ∂ G

dt
d

t
           (18) 

Το ισοζύγιο κάθετων τάσεων στη διεπιφάνεια θα δώσει σε αδιάστατη µορφή: 
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( ) ngln
έό FPPFnn ∆−=⇒∆=⋅−⋅

GG ριοαυγρ σσ ,                             (19)  

όπου  είναι η κάθετη συνιστώσα των ελαστικών τάσεων που αναπτύσσονται µέσα στη 

µεµβράνη. Επειδή η ταχύτητα της µικροφυσαλίδας είναι µεγάλη, εφόσον η συχνότητα της 

εξωτερικής διαταραχής 

nF∆

fω  είναι µεγάλη, το ισοζύγιο εφαπτοµενικών τάσεων θα αποτελείται 

από όρους ανώτερης τάξης σε σχέση µε τους όρους του ισοζυγίου των ορθών τάσεων. Έτσι, 

όταν ο αριθµός Re που χαρακτηρίζει τα πρόβληµα, 
2
0 fR

Re
ω

=
ν

, είναι µεγάλος το ισοζύγιο 

διατµητικών τάσεων δεν χρειάζεται να ικανοποιηθεί. Για τον λόγο αυτό λαµβάνουµε υπόψη 

µόνο το ισοζύγιο ορθών τάσεων. 

TeFnFF sssn ⋅∇−=∆+∆=∆
GGG                      (20) 

όπου  

∑
=

=
∂
∂

=∇
2

1
2,1

i i

i
s i

u
aG

G
 είναι η επιφανειακή απόκλιση (surface gradient), 2,1, =

∂
∂

= i
u
Ra
i

i

G
G  και  

( ) ( )
jiji

naa
na

a j
j

i ≠=
×⋅

×−
= 2,1,,

1

21
GGG
GG

G  είναι τα συµµεταβλητά και αντιµεταβλητά διανύσµατα 

βάσης (covariant and contravariant basis vectors) αντίστοιχα, R
G

 είναι το διάνυσµα θέσης του 

σηµείου 2  της διεπιφάνειας και  ,1, =iu i nqT GG
+= τ , ο τανυστής των ελαστικών τάσεων της 

µεµβράνης. τ  είναι ο τανυστής των εφελκυστικών – θλιπτικών τάσεων στη µεµβράνη και nq GG  

ο τανυστής των διατµητικών τάσεων στην µεµβράνη οι οποίες διατµητικές τάσεις παράγονται 

από την αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη [18]. Στην παρούσα µελέτη θα θεωρήσουµε ότι η 

αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη είναι αµελητέα γιατί η µεµβράνη της φυσαλίδας έχει 

αµελητέο πάχος. 

 Ορίζεται επίσης ο τανυστής καµπυλότητας της διεπιφάνειας ως nB s
GG

∇≡  οι 

συνιστώσες του οποίου ως προς τη βάση [ ]naa GGG ,, 21  είναι 2,1,, =⋅⋅= jiaBab jiij
GG . Ο B  

είναι 2x2 συµµετρικός πίνακας. Για τη διαγωνοποίηση του και την εύρεση των κύριων 

διευθύνσεων  πρέπει να λυθεί το ιδιοπρόβληµα  2,1, =⋅=⋅ itktB iii

GG
, όπου οι ιδιοτιµές  

είναι οι καµπυλότητες στις κύριες διευθύνσεις, ενώ τα ιδιοδιανύσµατα 

ik

it
G

 εκφράζονται ως 

προς τα ia
G . Αν λυθεί το ιδιοπρόβληµα προκύπτει ότι  set GG

=1 , 2t eϕ=
G G  και  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 2/1222/3222/322

2

1

ξξ

ξ

ξξ

ξξξξξξ

ξξ

ξξ

θ

θ

θ

θθ

θ

θ

rrrr

rrrr

rr

r
kk s

+
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+

−
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+
==                  (21) 
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( )( ) ( )( ) 2/1222/1222

)cot(

ξξ

ξ

ξξ

ξ
φ

θ

θ

θ

θ

rrr

r

rr
kk

+
−

+
==                   (22) 

ενώ η µέση καµπυλότητα της διεπιφάνειας είναι 
2

21 kkkm
+

= . 

Οι εφελκυστικές – θλιπτικές τάσεις ασκούνται στο επίπεδο της µεµβράνης. Επειδή θεωρούµε 

αξονική συµµετρία, οι κύριες διευθύνσεις του τανυστή των εφελκυστικών – θλιπτικών τάσεων 

τ  συµπίπτουν µε set GG
=1 και 2t eϕ=

G G . Άρα  

s s s st e e t e eϕϕ ϕ ϕτΤ = = +
G G G G             (23) 

Από την αντικατάσταση των (21), (22) και (23)στην (20) προκύπτει: 

n s ssF k kϕ ϕϕτ τ∆ = +                                (24) 

Η εξίσωση (24) αποτελεί την εξίσωση ισορροπίας των κάθετων τάσεων που ασκούνται στη 

µεµβράνη. Όπως αναφέρθηκε, η εξίσωση ισορροπίας των δυνάµεων στην εφαπτοµενική 

διεύθυνση όπως και η εξίσωση ισορροπίας των ροπών δεν λαµβάνονται υπόψη στο παρόν 

πρόβληµα γιατί αποτελούνται από όρους ανώτερης τάξης που δεν επηρεάζουν σηµαντικά το 

φαινόµενο. 

 Για την ολοκλήρωση των εξισώσεων που διέπουν τη µεµβράνη θα πρέπει να οριστούν 

οι κινηµατικές και καταστατικές εξισώσεις. Στην περίπτωση αξονικής συµµετρίας οι 

κινηµατικές εξισώσεις είναι [25]: 

( )
( )0=

=
tS
tS

s
ξ

ξλ  και ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

sin
0 0 sin
t r t t
t r t tϕ

σ θ
λ

σ θ
= =

= = 0=
,                 (25) 

όπου ,s ϕλ λ  είναι οι παραµορφώσεις στις κύριες διευθύνσεις. Οι σχέσεις αναφέρονται κάθε 

χρονική στιγµή στο ίδιο σωµατίδιο της διεπιφάνειας, ενώ θεωρείται ότι στην κατάσταση 

ισορροπίας (t=0) η µεµβράνη δεν έχει τάσεις. 

 Για την καταστατική εξίσωση θα θεωρήσουµε ότι το υλικό παρουσιάζει ελαστική 

συµπεριφορά και ότι υπακούει στο νόµο Mooney – Rivlin [25]. Τότε προκύπτει ότι οι τάσεις 

που αναπτύσσονται στη µεµβράνη συνδέονται µε τις παραµορφώσεις ως εξής: 
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−

−

,                  (26) 

όπου surf s
* 2 3

bal l f bal

E 3G
E

P R R
δ

= =
ρ ω

 αδιάστατη παράµετρος που φανερώνει πόσο ισχυρές είναι οι 

δυνάµεις που προέρχονται από την ελαστικότητα της µεµβράνης σε σχέση µε τις αδρανειακές 

δυνάµεις που προέρχονται από την εφαρµοζόµενη εξωτερική διέγερση και 10 ≤≤ a  είναι 

σταθερά που δεικνύει τη µη γραµµικότητα στην συµπεριφορά του υλικού (α=0 γραµµικά 

ελαστικό υλικό). Στα παραπάνω θεωρείται ότι το υλικό είναι τέτοιο ώστε ο λόγος Poisson 

v=0.5 και ισχύει η σχέση 
( )

Vol
s V

E 1G
2 1 3

= =
+ ν olΕ . Επίσης, surfΕ είναι το επιφανειακό µέτρο 

ελαστικότητας και surf VolEΕ = δ , µε δ το πάχος της µεµβράνης. 

Η (18) και (19) στην (17) δίνει την εξίσωση του δυναµικού της διεπιφάνειας: 

2 2

2,0 0

d n s P P Fgdt r θ

∂Φ ∂Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + −
∞ n+ ∆                  (27) 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος λόγω αξονικής συµµετρίας θα είναι: 
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 Η πίεση στο εσωτερικό της φυσαλίδας µεταβάλλεται αδιαβατικά, πράγµα που για 

ιδανικό αέριο σηµαίνει ότι: 
γγ

γ ππ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
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⎠
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⎝
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3
4

, stbalgG PPVP ,                                                    (29) 

όπου V, ο όγκος της φυσαλίδας την χρονική στιγµή t. 
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3.1.2 Η Ολοκληρωτική Εξίσωση της ∆ιεπιφάνειας της Μικροφυσαλίδας 

 

Για την επίλυση του προβλήµατος, χρειάζεται να υπολογισθεί η κάθετη παράγωγος 

n∂
Φ∂  στη διεπιφάνεια της φυσαλίδας. Το µέγεθος αυτό υπολογίζεται µε τη βοήθεια της 

ολοκληρωτικής αναπαράστασης της εξίσωσης Laplace πάνω στη διεπιφάνεια. Επειδή 

υποθέσαµε ότι η ροή είναι αστρόβιλη και χωρίς ιξώδες ισχύει η εξίσωση: 

Φ∇=
GG

U             (30) 

Επιπλέον, επειδή η ροή εξωτερικά της φυσαλίδας θεωρείται ασυµπίεστη, η εξίσωση της 

συνέχειας παίρνει τη µορφή:     

0=⋅∇ U
GG

                        (31) 

Η (30) µε την (31) δίνει την εξίσωση Laplace:  

02 =Φ∇             (32) 

Χρησιµοποιώντας το 2ο θεώρηµα του Green: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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                           (33) 

όπου Φ το δυναµικό, ∆ η συνάρτηση δέλτα του Dirac και 
n
GG
∂
∂ ˆ

,ˆ  οι πυρήνες απλής και διπλής 

στοιβάδας της εξίσωσης (32) για τους οποίους ισχύει: 

( ) ( ) ∞∈=∆+∇ DzxzxzxG GGGGGG ,,0,,ˆ2  και  ( ) 0,ˆlim =
→∞
→∞

zxG
z
x

GG

G
G

,                (34) 

προκύπτει µε χρήση των σχέσεων (32), (33) και (34), η ολοκληρωτική εξίσωση πάνω στη 

διεπιφάνεια: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
A A

ˆ1 G ˆx, t y, t y, x dA y, t y, t G y, x dA y, t , y, x A
2 n n

∂ ∂Φ
− Φ + Φ = ∈

∂ ∂∫ ∫
G G G G G G G G G G G     (35) 

όπου Α η επιφάνεια της φυσαλίδας και nG  το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην διεπιφάνεια µε 

φορά προς το εξωτερικό της φυσαλίδας. Ο πυρήνας  υπολογίζεται από την επίλυση της 

εξίσωσης (34) για τρισδιάστατο χωρίο, 

Ĝ

( ) ∞∈
−

= Dzx
zx

zxG GG
GG

GG ,,1
4
1,ˆ
π

                   (36)  
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Στην ολοκληρωτική εξίσωση (35), όταν το σηµείο µε διάνυσµα θέσης yG (source point) τείνει 

να συµπέσει στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης xG (field point), τότε εµφανίζεται ιδιοµορφία στον 

πυρήνα , η οποία όµως είναι αδύναµη (weak singularity) και για το λόγο αυτό η 

ολοκλήρωση είναι εφικτή. Αντίθετα, η ολοκλήρωση που περιέχει τον πυρήνα 

Ĝ

n
G
∂
∂  είναι 

εφικτή µόνο υπό την έννοια του Cauchy principal value [28]. Για να άρουµε τη ισχυρή 

ιδιοµορφία (strong singularity) που εµφανίζεται στον πυρήνα 
n
G
∂
∂ , προσθέτουµε και 

αφαιρούµε στο πρώτο µέρος της εξίσωσης (35) τον όρο ( ) ( ) ( tydAxy
n
Gtx

A

,,
ˆ

, GGGG
∫ ∂

∂
Φ ). Αν 

λάβουµε υπόψη ότι:  

( ) ( ) ( ) ( txtydAxy
n
Gtx

A

,
2
1,,

ˆ
, GGGGG

Φ−=
∂
∂

Φ ∫ ) ,        (37) 

η (35) τελικά θα δώσει:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
A A

Ĝˆy, t G y, x dA y, t x, t y, t x, t y, x dA y, t
n n

∂Φ ∂
= −Φ + Φ −Φ⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂∫ ∫

G G G G G G G G G G )    (38) 

Επίσης, επειδή έχουµε αξονοσυµµετρικό πρόβληµα το δυναµικό είναι ανεξάρτητο από την 

γωνία φ και η ολοκλήρωση των πυρήνων θα δώσει: 
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Η (38) µε την (39) θα δώσουν τελικά: 
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∫
                      (40) 

Η εξίσωση (40), που είναι µια  ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm, χρησιµοποιείται για να 

υπολογιστεί ο όρος 
n∂
Φ∂  στην διεπιφάνεια, εφόσον ξέρουµε το δυναµικό πάνω στη 

διεπιφάνεια. Επειδή ο άγνωστος περιέχεται µόνο µέσα στο ολοκλήρωµα, η εξίσωση αυτή 

είναι εξίσωση Fredholm πρώτου είδους. Για το λόγο αυτό, στην αριθµητική επίλυση θα 

χρειαστεί να γίνει απ’ ευθείας αντιστροφή του πίνακα για την επίλυση του συστήµατος που 

προκύπτει, σε αντίθεση µε τις εξισώσεις Fredholm δεύτερου είδους, όπου η επίλυση του 

συστήµατος γίνεται  µε επαναληπτικό τρόπο.  
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3.2 Η Αριθµητική Επίλυση των Εξισώσεων του Προβλήµατος 
 

Λόγω χρήσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης, το πρόβληµα της ροής µεταφέρεται από 

το τρισδιάστατο χωρίο στην διεπιφάνεια της φυσαλίδας, δηλαδή το πρόβληµα γίνεται από 

τρισδιάστατο διδιάστατο. Επιπλέον, λόγω της υπόθεσης της αξονικής συµµετρίας χρειάζεται 

να διακριτοποιηθεί µόνο η γενέτειρα καµπύλη του σχήµατος της µικροφυσαλίδας. Εποµένως, 

η διακριτοποίηση είτε µέσω των πεπερασµένων είτε µέσω των συνοριακών στοιχείων θα είναι 

σε µία διάσταση. 

 

3.2.1 Η Εφαρµογή της Μεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων στην Επίλυση του 

Προβλήµατος  

 

Προσέγγιση µε πεπερασµένα στοιχεία εφαρµόσθηκε στις κινηµατικές εξισώσεις (14) 

και (15) και στη δυναµική εξίσωση (27). Για την κανονική ολοκλήρωση, η οποία έγινε µε τον 

αλγόριθµο κατά Gauss, χρησιµοποιήθηκαν 4 σηµεία ολοκλήρωσης σε κάθε στοιχείο. Με τον 

τρόπο αυτό εξασφαλίζουµε ότι τα αριθµητικά σφάλµατα προέρχονται από την παρεµβολή των 

άγνωστων συναρτήσεων και όχι από την αριθµητική ολοκλήρωση.  

Σαν συναρτήσεις βάσης χρησιµοποιήθηκαν οι κυβικές συναρτήσεις Β-Splines, οι 

οποίες είναι µη µηδενικές σε τέσσερα στοιχεία και οι οποίες σε κάθε στοιχείο ικανοποιούν τη 

συνέχεια όχι µόνο οι ίδιες, αλλά και η πρώτη και δεύτερη παράγωγός τους.  

Η διακριτοποίηση που εφαρµόσθηκε στις εξαρτηµένες µεταβλητές είναι:  
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iiii BtctBtbtBtatr ξξξξθξξ )               (41) 

όπου Ν ο αριθµός των κόµβων του πλέγµατος, αi,bι,ci, οι συντελεστές των αγνώστων, και Βi 

οι συναρτήσεις βάσης. Είναι φανερό ότι, χρησιµοποιούµε δυο επιπλέον κόµβους (fictitious 

nodes 0 και Ν+1) για την αναπαράσταση µε κυβικές συναρτήσεις Β-splines. Οι κόµβοι αυτοί 

έχουν µόνο µαθηµατική σηµασία και για τους οποίους θα πρέπει να γράψουµε 2 επιπλέον 

εξισώσεις για κάθε περίπτωση. Αυτές οι εξισώσεις θα είναι οι συνοριακές συνθήκες 

(εξισώσεις (28)).  

Τελικά προκύπτουν συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων της µορφής: 

,,, 332211 F
dt
cdMF

dt
bdMF

dt
adM ===                         (42) 
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όπου το πρώτο και δεύτερο σύστηµα  αναφέρονται στις κινηµατικές εξισώσεις (14) και (15) 

και το τρίτο σύστηµα στη δυναµική εξίσωση (27). Ο 1M και ο 2M  δεν εξαρτώνται από τον 

χρόνο, ενώ ο 3M  µεταβάλλεται µε τον χρόνο.   

Τέλος, επειδή οι κυβικές συναρτήσεις Β-Splines καλύπτουν τέσσερα στοιχεία θα 

δηµιουργηθεί πίνακας ζώνης µε εύρος ζώνης επτά, ο οποίος απαιτεί περισσότερους 

υπολογισµούς για την αντιστροφή του σε σχέση µε τα δευτέρου βαθµού πολυώνυµα Lagrange 

(εύρος ζώνης 5). Το µειονέκτηµα αυτό εξισορροπείται από την αύξηση της ακρίβειας, σε 

σχέση µε του δευτέρου βαθµού πολυώνυµα Lagrange, η οποία είναι στην περίπτωση των 

πρώτων ( )4hO  για την παρεµβολή της άγνωστης συνάρτησης και ( )3hO  για την παρεµβολή 

της πρώτης παραγώγου της συνάρτησης, όπου h το µήκος του στοιχείου [20]. 

 

 

3.2.2 Η Εφαρµογή της Μεθόδου των Συνοριακών Στοιχείων στην Επίλυση του 

Προβλήµατος  

 

Η εξίσωση που θα διακριτοποιηθεί µε συνοριακά στοιχεία είναι η ολοκληρωτική 

εξίσωση (40). Η επιπλέον άγνωστη µεταβλητή που θα διακριτοποιηθεί είναι η ταχύτητα των 

σωµατιδίων κάθετα στην διεπιφάνεια: 

( ) ( ) (∑
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θθ ) ,                      (43) 

όπου πάλι σαν συναρτήσεις βάσης χρησιµοποιούνται οι κυβικές συναρτήσεις B-Splines. 

Αφήνοντας το σηµείο του πεδίου (F’,θ’) (field point) να συµπέσει µε κάθε ένα από τους Ν 

κόµβους του πλέγµατος και ολοκληρώνοντας σε όλα τα στοιχεία ως προς το σηµείο πηγής 

(F,θ) (source point), για σταθερό σηµείο πεδίου, παίρνουµε Ν εξισώσεις. Οι 

αξονοσυµµετρικοί πυρήνες G και ∂G/∂n είναι σε σφαιρικές συντεταγµένες: 
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όπου, 
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και K(m) και E(m) είναι τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα πρώτου και δεύτερου είδους 

αντίστοιχα, τα οποία υπολογίζονται µε µεγάλη ακρίβεια µε την βοήθεια αναπτυγµάτων.[28]. 

Στην περίπτωση που το σηµείο (F’,θ’) (Field Point) τείνει να συµπέσει µε το (F,θ) 

(Source Point) η ολοκλήρωση του δεύτερου µέλους της (40) απαιτεί ειδική µεταχείριση λόγω 

της λογαριθµικής ιδιοµορφίας που εµφανίζει ο πυρήνας G, ενώ η ολοκλήρωση του πρώτου 

µέλους γίνεται µε κανονική ολοκλήρωση κατά Gauss. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις 

εφαρµόζουµε επίσης κανονική ολοκλήρωση κατά Gauss. Για τη λογαριθµική ολοκλήρωση 

χρησιµοποιήθηκαν 12 σηµεία ολοκλήρωσης, ενώ για την κανονική 4 σηµεία ολοκλήρωσης.   

Τελικά προκύπτει σύστηµα της µορφής: 
( ) ( ) ( ) ( )11 ××××

⋅=⋅
NNNNNN
FKPG ,                                (47) 

όπου P είναι το διάνυσµα που περιέχει τις γνωστές τιµές του δυναµικού σε κάθε κόµβο, και F 

το διάνυσµα που περιέχει τους άγνωστους συντελεστές di του 
n∂
Φ∂ . Πρέπει ακόµα να 

σηµειωθεί ότι χρησιµοποιήθηκαν οι συνοριακές συνθήκες (28), που ισχύουν λόγω αξονικής 

συµµετρίας και οι οποίες µειώνουν σε Ν τον αριθµό των άγνωστων συντελεστών di.  

Πρέπει επίσης να τονισθεί ότι οι πίνακες που προκύπτουν είναι πλήρεις, σε αντίθεση 

µε αυτούς που δηµιουργούνται µε την µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων οι οποίοι έχουν 

µορφή ζώνης. Το γεγονός αυτό έχει σαν αποτέλεσµα, τόσο η κατασκευή του πίνακα K , όσο 

και η αντιστροφή του να είναι πολύ χρονοβόρες διαδικασίες, σε σχέση µε  τα πεπερασµένα 

στοιχεία. Χρησιµοποιώντας ωστόσο 100 στοιχεία για τη διακριτοποίηση της διεπιφάνειας 

προέκυψε ότι η κατασκευή του πίνακα K  είναι περίπου 10 φορές πιο χρονοβόρα διαδικασία 

απ’ ότι η αντιστροφή του. Για το λόγο αυτό έγινε παραλληλισµός της κατασκευής του πίνακα 

K  χρησιµοποιώντας το πρωτόκολλο επικοινωνίας MPI. Περαιτέρω, βελτιστοποίηση µπορεί 

να γίνει µε την παράλληλη αντιστροφή του πίνακα K . 
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3.2.3 Η Χρονική Ολοκλήρωση των Εξισώσεων 

 

Επειδή τα συστήµατα (42) που προκύπτουν από την εφαρµογή των πεπερασµένων 

στοιχείων είναι συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων, θα πρέπει να ολοκληρωθούν στο 

χρόνο ώστε να υπολογισθούν οι άγνωστοι συντελεστές. Η καλύτερη µέθοδος για το σκοπό 

αυτό έχει βρεθεί ότι είναι η ρητή µέθοδος Runge-Kutta τέταρτης τάξης, η οποία έχει ακρίβεια 

( )4dtO , όπου dt το χρονικό βήµα [28]. Ωστόσο, για να είναι ευσταθής η µέθοδος θα πρέπει, 

για δεδοµένη χωρική διακριτοποίηση, το χρονικό βήµα να είναι µικρότερο από κάποια 

δεδοµένη τιµή. 

 

 

 

3.2.4 Η Χρήση Φίλτρων 

 

Από τη θεωρία είναι γνωστό ότι όταν µια µεµβράνη δεν έχει αντίσταση σε κάµψη, 

τότε µόλις εµφανιστούν θλιπτικές τάσεις επέρχεται λυγισµός της µεµβράνης. Αριθµητικά, ο 

λυγισµός αυτός  εµφανίζεται µε αστάθεια πολύ µικρού µήκους κύµατος (της τάξης του 

µήκους του στοιχείου). Είναι δυνατό να εξαφανίσουµε αυτή την αστάθεια µε χρήση 

βαθυπερατών φίλτρων στις εξισώσεις, τα οποία επιδρούν µόνο στις υψηλές χωρικές 

συχνότητες. Με τον τρόπο αυτό είναι δυνατό να συνεχιστεί η εξέλιξη του φαινοµένου και να 

παρατηρηθούν ενδιαφέροντα φαινόµενα αλληλεπίδρασης ρευστού – στερεού. Ωστόσο, η 

χρήση των φίλτρων πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή και πάντα µε τον έλεγχο της 

διατήρησης της ενέργειας του συστήµατος, ώστε να αποφεύγονται λύσεις που δεν είναι 

πραγµατικές.  

Το φίλτρο που χρησιµοποιήθηκε έχει την µορφή [29]: 

4

4

ξ
λ
∂
∂

=
∂
∂ Q
t
Q                       (48) 

όπου Q φανερώνει τη µεταβλητή στην οποία εφαρµόζεται το φίλτρο. Στην συγκεκριµένη 

περίπτωση το φίλτρο εφαρµόστηκε σε όλες τις εξαρτώµενες µεταβλητές 

( ) ( ) ( ) ( )t
n

tttr ,,,,,,, ξξξθξ
∂
Φ∂

Φ . Το αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιήθηκε για τη 

διακριτοποιήση της (48) είναι το ρητό σχήµα δεύτερης τάξης για την παραγώγιση ως προς ξ 

και πρώτης τάξης ως προς τον χρόνο: 
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όπου το λ παίρνει τιµές στο διάστηµα: .  55 107103 −− ⋅−≤≤⋅− λ

 

 

3.2.5 Ο Αλγόριθµος Επίλυσης του Προβλήµατος    

 

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση του προβλήµατος της φυσαλίδας 

είναι ο εξής: 

i. Την χρονική στιγµή t=0 θεωρούµε ότι η πίεση στο άπειρο διαταράσσεται σύµφωνα µε 

την εξίσωση (5), ενώ θεωρούµε ότι τόσο το δυναµικό Φ, όσο και η ταχύτητα 
n∂
Φ∂  είναι 

µηδέν. 

ii. Έναρξη της χρονικής ολοκλήρωσης µε τη µέθοδο Runge-Kutta 4ης τάξης. 

iii. Σύγκριση του µικρότερου µήκους τόξου µε το αντίστοιχο ισοκατανεµηµένο και 

ανακατανοµή των σωµατιδίων της διεπιφάνειας, εφόσον το πρώτο είναι αρκετά 

µικρότερο από το δεύτερο.  

iv. Εφαρµόζουµε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων στις σχέσεις (14), (15) και (27) 

και υπολογίζουµε την καινούρια θέση της διεπιφάνειας r,θ, καθώς και το δυναµικό Φ. 

v. Εφαρµόζουµε τη µέθοδο των συνοριακών στοιχείων στην ολοκληρωτική εξίσωση (40) 

και µε δεδοµένο πλέον το δυναµικό Φ στη διεπιφάνεια υπολογίζουµε την ταχύτητα 

n∂
Φ∂  κάθετα στη διεπιφάνεια. 

vi. Εφόσον ξέρουµε την καινούρια θέση της διεπιφάνειας, υπολογίζουµε τον καινούργιο 

όγκο της φυσαλίδας. 

vii. Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (29), η οποία δηλώνει την αδιαβατική συµπίεση της 

φυσαλίδας, υπολογίζουµε την καινούρια πίεση στο εσωτερικό της φυσαλίδας. 

viii. Εφαρµόζουµε φίλτρο σύµφωνα µε την εξίσωση (49) στις εξαρτηµένες µεταβλητές 

( ) ( ) ( ) ( )t
n

tttr ,,,,,,, ξξξθξ
∂
Φ∂

Φ .   

ix. Ο αλγόριθµος επιστρέφει στο βήµα (iii) µε νέα δεδοµένα για την πίεση στο εσωτερικό 

της φυσαλίδας, τη θέση της διεπιφάνειας, το δυναµικό και την ταχύτητα και η επίλυση 

προχωράει στον χρόνο. 
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3.3 Γραµµικοποίηση του Προβλήµατος    
 

Μία από τις δοκιµές που απαιτούνται προκειµένου να πιστοποιηθεί η ορθότητα των 

αποτελεσµάτων του αριθµητικού κώδικα, είναι η σύγκριση της ιδιοσυχνότητας ταλάντωσης 

της µικροφυσαλίδας που προκύπτει από την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος µε αυτήν 

που προβλέπει η γραµµική θεωρία. Για αυτόν τον λόγο θα πρέπει να γραµµικοποιηθούν οι µη 

γραµµικές εξισώσεις του προβλήµατος (14), (15) και (27). 

Οι παραµορφώσεις στις κύριες διευθύνσεις, σχέσεις (25), συνδέονται µε τις 

µετατοπίσεις w και u της διεπιφάνειας κατά την ακτινική και γωνιακή διεύθυνση αντίστοιχα 

ως [22]:  

r
w

r
u

r
wu

s ++=
+

+=
θ
θλλ φ

θ

sin
cos1,1          (50) 

Θεωρούµε µικρές διαταραχές στην βασική λύση, δηλαδή στην κατάσταση ισορροπίας της 

µικροφυσαλίδας: 

10

0

1

Φ+Φ=Φ
+=
+=

ε
εθθ
ε
u
wR

 µε 1<<ε . ∆ιατηρώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης ως προς ε, οι 

εξισώσεις (14), (15) και (27) δίνουν αντίστοιχα: 

( )

r 1

r 1

0
r 1

w , (a)
t r
u , (b)
t

3 P w sin d 2E u 2w u cot , (c
t 2

=

=

π

∞ θ
=

∂ ∂Φ
≈

∂ ∂

∂ ∂Φ
≈

∂ ∂θ

∂Φ
≈ γ θ θ + + + θ

∂ ∫ )

      (51) 

Παραγώγιση της (51-b) ως προς θ και της (51-c) ως προς t και αντικατάσταση σε αυτήν των 

(51-α, 51-b) δίνει: 
2 2

2 20
1 11 1

3 sin 2 2 cot
2 r rr r

P d E
t r r

π

1r

γ θ θ θ
θ θ∞

= == =

⎛ ⎞∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂Φ ∂Φ
≈ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫
=

           (52) 

Το δυναµικό της ταχύτητας ικανοποιεί την Λαπλασιανή, λόγω του ότι το πεδίο ταχυτήτων 

είναι αστρόβιλο, η οποία για σφαιρικές συντεταγµένες επιδέχεται λύσης της µορφής: 

( ) ( )∑
∞

=
+=Φ

0
1,,

k
kk

kti P
r
a

etr θθ ω                     (53) 
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Με αντικατάσταση της (53) στην (52) και αναζητώντας µη µηδενικές λύσεις προκύπτουν οι 

παρακάτω ιδιοσυχνότητες: 

( )( )
0 3 4 ,

2 1 2 , 1,2k

P E

E k k k

ω γ

ω

∞= +

= + + = …∞
                                         (54) 

οι οποίες χαρακτηρίζουν τις ελεύθερες ταλαντώσεις της µικροφυσαλίδας. 

 

3.4 Αποτελέσµατα και Συµπεράσµατα για το Πρόβληµα της ∆υναµικής 

της Ταλάντωσης και της Κατάρρευσης της Μικροφυσαλίδας  
 

 Οι προσοµοιώσεις που έγιναν αφορούν µικροφυσαλίδα µε ακτίνα ισορροπίας 

mRbal µ5.1=  και η οποία έχει µεµβράνη µε πάχος nm15=δ , µέτρο διάτµησης  και 

συντελεστή µη γραµµικότητας α=0.5. Η στατική πίεση του εξωτερικού ρευστού στην 

ισορροπία θεωρήθηκε ότι είναι 

MPaGs 18=

atmPst 1= , η διαταραχή της 12inf =ε , ενώ η συχνότητα της 

καθορίστηκε στα . Το εξωτερικό ρευστό θεωρείται ότι είναι το νερό µε 

πυκνότητα 

MHzv f 4.2=

3
998

m
Kg

l =ρ  και το εσωτερικό ρευστό ότι είναι ιδανικό αέριο µε 4.1=γ . Οι τιµές 

των παραµέτρων επιλέχτηκαν έτσι ώστε να προσοµοιωθεί όσο καλύτερα γίνεται το πείραµα 

κατάρρευσης µικροφυσαλίδας από τους James E.Chomas et al [9]. Όπως αναφέρεται στην 

παραπάνω εργασία η ακτίνα της µικροφυσαλίδας πριν την κατάρρευσή της φτάνει στο 

τριπλάσιο της ακτίνας της κατάστασης ισορροπίας. Η πληροφορία αυτή χρησιµοποιείται για 

να προσδιοριστεί η τιµή του µέτρου ελαστικότητας της µεµβράνης, για δεδοµένο πάχος δ και 

συντελεστή α.  

 Πριν την προσοµοίωση της µικροφυσαλίδας σε πολύ µεγάλες διαταραχές και την απ’ 

ευθείας σύγκριση µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα, επιβάλλεται να γίνουν διάφορες δοκιµές 

για την πιστοποίηση της ορθότητας των αποτελεσµάτων του αριθµητικού σχήµατος. Μία από 

τις δοκιµές αυτές είναι η σύγκριση της ιδιοσυχνότητας της ταλάντωσης της µικροφυσαλίδας, 

όταν εφαρµοσθεί µικρή βηµατική διαταραχή της πίεσης, µε αυτή που προβλέπει η γραµµική 

θεωρία.  
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Σχήµα 2. Ο όγκος της µικροφυσαλίδας σα συνάρτηση του χρόνου για γραµµική διαταραχή. 

∆εδοµένα προσοµοίωσης: Rbal=1.5 µm, Gs=18 MPa, α=0.5, δ=15 nm, ρl=998 kg/m3, Pst=1 

atm, vf=2.4 MHz, εinf=0.05, γ=1.4, αριθµός στοιχείων 60.     

 

Στο σχήµα 2 φαίνεται η εξάρτηση του όγκου της µικροφυσαλίδας από το χρόνο για βηµατική 

διαταραχή της πίεσης, 05.0inf =ε . Από το σχήµα φαίνεται ότι η περίοδος ταλάντωσης της 

µικροφυσαλίδας είναι  και συµπίπτει µε αυτή που δίνει η γραµµική θεωρία (σχέση 

54). 

78.20 =T

Μια άλλη δοκιµή που εξασφαλίζει την ορθότητα των αριθµητικών αποτελεσµάτων 

ανεξάρτητα από το µέγεθος της εξωτερικής διαταραχής, είναι η διατήρηση της συνολικής 

ενέργειας του συστήµατος. Για να παράγουµε την ολοκληρωτική εξίσωση της ενέργειας του 

συστήµατος ξεκινάµε από την εξίσωση: 

02 =Φ∇
∂
Φ∂

∫∫∫
V

dV
t

                      (55) 

και εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά µέλη παίρνουµε: 

( )[ ]∫∫∫∫∫ =Φ∇
∂
∂

−
∂
Φ∂

∂
Φ∂

VA

dV
t

dA
nt

0
2
1 2G

                   (56) 

Αν εφαρµόσουµε το ολοκληρωτικό θεώρηµα του Reynolds στην παραπάνω εξίσωση 

προκύπτει: 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫ ∂
Φ∂

Φ∇+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ∇

AAV

dA
n

dA
nt

dV
dt
d 22

2
1

2
1 GG

                 (57) 
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ενώ κάνοντας ολοκλήρωση κατά µέλη στο αριστερό µέλος της εξίσωσης (57) και εισάγοντας 

τη δυναµική εξίσωση της διεπιφάνειας (27) λαµβάνουµε: 

( )∫∫∫∫ =∆++−
∂
Φ∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
Φ∂

Φ ∞
A

ng
A

dAFPP
n

dA
ndt

d 0
2
1                  (58) 

 

 η οποία φανερώνει ουσιαστικά ότι η συνολική ενέργεια του συστήµατος δε µεταβάλλεται 

αλλά εναλλάσσεται ανάµεσα σε κινητική, ενέργεια λόγω ελαστικότητας της µεµβράνης και σε 

έργο µεταβολής όγκου.  

Στο σχήµα 3 φαίνεται κάθε χρονική στιγµή η χρονική µεταβολή του πρώτου ολοκληρώµατος 

της σχέσης (58), το δεύτερο ολοκλήρωµα και η διαφορά τους, η οποία θα πρέπει να είναι 

µηδέν. Είναι φανερό ότι  η σχέση (58) ικανοποιείται κάθε χρονική στιγµή, γεγονός που δείχνει 

την ορθότητα των αριθµητικών υπολογισµών. 
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Σχήµα 3. Η συνολική ενέργεια της µικροφυσαλίδας συναρτήσει του χρόνου. ∆εδοµένα 

προσοµοίωσης: Rbal=1.5 µm, Gs=18 MPa, α=0.5, δ=15 nm, ρl=998 kg/m3,    Pst=1 atm, vf=2.4 

MHz, εinf=12, γ=1.4, αριθµός στοιχείων 100.  

 

Ακόµα, µία άλλη απόδειξη της ορθότητας των υπολογισµών αποτελεί και η ανεξαρτησία της 

λύσης µε την πύκνωση του πλέγµατος. Στο σχήµα 4 εµφανίζονται σε διάφορες χρονικές 

στιγµές σχήµατα της µικροφυσαλίδας για 60 και 100 στοιχεία. Είναι φανερό ότι η λύση είναι 
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παρόµοια γεγονός που φανερώνει τη σύγκλιση της αριθµητικής λύσης. Πρέπει να επισηµανθεί 

όµως ότι στα τελευταία στάδια της κατάρρευσης στα οποία η µικροφυσαλίδα 

παραµορφώνεται, θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν περισσότερα στοιχεία για να λάβουµε τη 

σωστή λύση. Αυτό φαίνεται στο σχήµα 4-δ όπου έχουν χρησιµοποιηθεί 150 και 200 στοιχεία, 

για την απόδειξη της ορθότητας της λύσης. 
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Σχήµα 4. Η ανεξαρτησία της λύσης µε την πύκνωση του πλέγµατος. ∆εδοµένα 

προσοµοίωσης: Rbal=1.5 µm, Gs=18 MPa, α=0.5, δ=15 nm, ρl=998 kg/m3,  Pst=1 atm, vf=2.4 

MHz, εinf=12, γ=1.4.  

 

Tέλος, η απ’ ευθείας σύγκριση µε πειραµατικά αποτελέσµατα φανερώνει κατά πόσο 

το µοντέλο προσεγγίζει την πραγµατικότητα. Στο σχήµα 5α φαίνονται διαδοχικές εικόνες της 

δυναµικής συµπεριφοράς της µικροφυσαλίδας, όπως αυτές προέκυψαν από το πείραµα των 
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Chomas et al [9], καθώς και η εξέλιξη της διαµέτρου της µικροφυσαλίδας µε το χρόνο. Στο 

σχήµα 5β φαίνονται αντίστοιχα σχήµατα από την προσοµοίωση µε το παρόν µοντέλο. 
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Σχήµα 5.  Η δυναµική συµπεριφορά της µικροφυσαλίδας και ο τρόπος κατάρρευσης της α) 

πειραµατικά αποτελέσµατα από τους James E.Chomas et al. β) αριθµητική προσοµοίωση. 

∆εδοµένα προσοµοίωσης: Rbal=1.5 µm, Gs=18 MPa, α=0.5, δ=15 nm, ρl=998 kg/m3,    Pst=1 

atm, vf=2.4 MHz, εinf=12, γ=1.4.    
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Παρατηρείται ότι η δυναµική συµπεριφορά της µικροφυσαλίδας όπως προκύπτει από 

την προσοµοίωση είναι παρόµοια µε αυτή του πειράµατος, ενώ ο τρόπος κατάρρευσης είναι 

παρόµοιος. Η αριθµητική προσοµοίωση αποδεικνύει ότι η µικροφυσαλίδα καταρρέει σε 

τέσσερις ελεύθερες φυσαλίδες, ενώ το πείραµα σε πέντε. Ένας παράγοντας που εικάζεται ότι 

παίζει ρόλο είναι η αρχική ασυµµετρία της µικροφυσαλίδας σε συνάρτηση µε τις 

παραµένουσες τάσεις στη µεµβράνη. Επίσης, παρατηρείται ότι η µικροφυσαλίδα καταρρέει 

πάντα στην περίοδο της συµπίεσης της πράγµα που φανερώνει ότι η κατάρρευση της 

οφείλεται στην αστάθεια λυγισµού της µεµβράνης και όχι στην αστάθεια Rayleigh – Taylor.   

Επίσης, όπως φαίνεται στο σχήµα 6, ο τελικός τρόπος κατάρρευσης εξαρτάται σε 

σηµαντικό βαθµό από το µέτρο ελαστικότητας του υλικού. Όσο πιο µεγάλο είναι το µέτρο 

ελαστικότητας του υλικού τόσο τείνουν να εµφανιστούν ιδιοµορφές µε µεγαλύτερο µήκος 

κύµατος. Αυτό κατά πάσα πιθανότητα έχει να κάνει µε την σταθεροποιητική δράση της 

ελαστικότητας η οποία δρα περίπου σαν την επιφανειακή τάση ελλείψει αντίστασης σε 

λυγισµό. Η παράµετρος αυτή συνδέει τις ροπές µε τις παραµορφώσεις στη µεµβράνη και έχει 

γενικά τη µορφή: 

∆Κ⋅= DM ,            (59) 

όπου Μ είναι οι ροπές που αναπτύσσονται στη µεµβράνη, ∆Κ είναι η µεταβολή της 

καµπυλότητας που δηµιουργούν οι ροπές και ( )2

3

112 v
EhD
−

=  η αντίσταση της µεµβράνης σε 

κάµψη, για τρισδιάστατο ελαστικό στερεό πάχους h [18]. Για δεδοµένη αναπτυσσόµενη ροπή 

στη µεµβράνη, όσο µεγαλύτερη είναι η αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη ή ισοδύναµα όσο 

µεγαλύτερο είναι το µέτρο ελαστικότητας της µεµβράνης, τόσο µικρότερη θα είναι η 

µεταβολή της καµπυλότητας που θα πάθει η µεµβράνη. Αυτό µεταφράζεται σε ιδιοµορφές µε 

µεγαλύτερο µήκος κύµατος. Για τον ίδιο λόγο, όταν η αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη 

είναι µηδέν θα πρέπει η µεταβολή της καµπυλότητας να γίνει άπειρη. Αριθµητικά αυτό 

εµφανίζεται µε αστάθεια πολύ µικρού µήκους κύµατος (του µήκους του στοιχείου). Η 

συµπεριφορά αυτή οδηγεί στο συµπέρασµα ότι αν συµπεριληφθεί στο µοντέλο η αντίσταση 

σε λυγισµό τότε θα αποφευχθεί µε φυσικό τρόπο η εµφάνιση ασταθειών µικρού µήκους 

κύµατος οι οποίες έτσι θα σταθεροποιηθούν. 
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Σχήµα 6.  O τρόπος κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας για α) Gs=5 MPa, β) Gs=18 MPa γ) 

Gs=50 MPa. ∆εδοµένα προσοµοιώσεων: Rbal=1.5 µm, α=0.5, δ=15 nm, ρl=998 kg/m3,  Pst=1 

atm, vf=2.4 MHz, εinf=12, γ=1.4, αριθµός στοιχείων 150.    

 

Από το σχήµα 6 φαίνεται ακόµα ότι το µέτρο ελαστικότητας επηρεάζει τη θέση στη 

διεπιφάνεια όπου θα εµφανιστεί αστάθεια λυγισµού της µεµβράνης. Πάνω από µία τιµή του 

µέτρου διάτµησης, αστάθεια εµφανίζεται κοντά στον άξονα συµµετρίας(σχήµατα β-γ), ενώ 
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κάτω από την παραπάνω τιµή η αστάθεια εµφανίζεται µακριά από τους πόλους. Στην 

τελευταία περίπτωση πρέπει να γίνουν και άλλες προσοµοιώσεις για να επαληθευτεί το 

αποτέλεσµα αυτό. Πρέπει ακόµα να επισηµανθεί ότι κάτω από µία τιµή του µέτρου 

ελαστικότητας θα πρέπει να ληφθούν υπόψη και οι όροι της επιφανειακής τάσης που γίνονται 

ίδιας τάξης µεγέθους µε αυτόν της ελαστικότητας και εποµένως επηρεάζουν σηµαντικά τη 

δυναµική της ταλάντωσης και τον τρόπο κατάρρευσης της µικροφυσαλίδας.   

Τέλος, επισηµαίνεται ότι η µεµβράνη της µικροφυσαλίδας είναι δυνατό να σχιστεί, 

όταν ασκούνται εφελκυστικές τάσεις στη µεµβράνη. Αυτή θα καταρρεύσει στα σηµεία όπου 

οι εφελκυστικές τάσεις θα έχουν περάσει το όριο ροής του υλικού (αµελητέα πλαστική 

περιοχή). Στην παραπάνω ανάλυση θεωρήθηκε ότι το όριο ροής του υλικού είναι τέτοιο, ώστε 

η µεµβράνη να µη σχίζεται λόγω των εφελκυστικών τάσεων που ασκούνται στη µεµβράνη 

κατά τη διαστολή της µικροφυσαλίδας.  
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Κεφάλαιο 4 Συµπεράσµατα και Προτάσεις  
 

Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία µελετήθηκαν οι σφαιροσυµµετρικές και 

αξονοσυµµετρικές ταλαντώσεις µικροφυσαλίδας µε ελαστική µεµβράνη (contrast agent), 

όταν αυτή υπόκειται σε ακουστικές διαταραχές της πίεσης στο άπειρο. Το 

σφαιροσυµµετρικό µοντέλο βασίστηκε στην εξίσωση των Keller – Miksis [24], που 

ισχύει για σφαιρικές ταλαντώσεις ελεύθερων φυσαλίδων όταν λαµβάνονται υπόψη τόσο 

η συµπιεστότητα του ρευστού στο οποίο βρίσκονται όσο και το ιξώδες του. Για τη 

µοντελοποίηση της ελαστικότητας της µεµβράνης χρησιµοποιήθηκε ο γραµµικός νόµος 

του Hooke µεταξύ τάσεων - παραµορφώσεων, ενώ η διαταραχή της πίεσης στο άπειρο 

θεωρήθηκε ότι έχει ηµιτονοειδής µορφή.  

Τα αποτελέσµατα συµφωνούν σε µεγάλο βαθµό µε τα πειραµατικά. Όπως 

αποδείχτηκε από την παραµετρική µελέτη τα χαρακτηριστικά της µεµβράνης παίζουν 

σηµαντικό ρόλο στην απόκριση της φυσαλίδας, όπως και το µέγεθος της µικροφυσαλίδας 

και το µέσο στο οποίο βρίσκεται. Πιο συγκεκριµένα: 

• Αύξηση της εξωτερικής διαταραχής έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση  της 

συνεισφοράς των υψηλότερων αρµονικών στο συνολικό nSc,σ , ενώ η συχνότητα 

συντονισµού δε µεταβάλλεται. 

• Αύξηση του πάχους της µεµβράνης έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της 

συχνότητας συντονισµού, ενώ µειώνεται η συνεισφορά των υψηλότερων 

αρµονικών στο συνολικό nSc,σ , το οποίο µειώνεται.   

• Αύξηση του µέτρου διάτµησης έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της συχνότητας 

συντονισµού, ενώ µειώνεται η συνεισφορά των υψηλότερων αρµονικών στο 

συνολικό nSc,σ , το οποίο αυξάνεται. 

• Αύξηση του ιξώδους της µεµβράνης έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της 

συχνότητας συντονισµού, ενώ µειώνεται η συνεισφορά των υψηλότερων 

αρµονικών στο συνολικό nSc,σ , το οποίο µειώνεται. Η αύξηση της συχνότητας 

συντονισµού δεν είναι τόσο σηµαντική όσο αυτή που επιτυγχάνεται µε αύξηση του 

πάχους της µεµβράνης ή του µέτρου διάτµησης 
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• Αύξηση του µεγέθους της µικροφυσαλίδας έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση της 

συχνότητας συντονισµού, ενώ αυξάνεται η συνεισφορά των υψηλότερων 

αρµονικών στο συνολικό nSc,σ , το οποίο αυξάνεται. 

• Η επίδραση του µέσου στο οποίο βρίσκεται η µικροφυσαλίδα φαίνεται ότι 

επηρεάζει κυρίως το nSc,σ της και όχι τη συχνότητα συντονισµού. Όσο αυξάνεται η 

συµπιεστότητα και το ιξώδες του µέσου στο οποίο εφαρµόζονται οι διαταραχές, 

τόσο µειώνεται το nSc,σ όλων των αρµονικών. 

• Οι παραµένουσες τάσεις στη µεµβράνη φάνηκε ότι δεν επηρεάζουν σηµαντικά την 

απόκριση της µικροφυσαλίδας, όταν χρησιµοποιείται ο γραµµικός νόµος του 

Hooke.  

• Οι ελεύθερες φυσαλίδες εµφανίζουν πολύ πιο πλούσιο φάσµα συχνοτήτων απ’ ότι 

οι µικροφυσαλίδες (Contrast Agents) για το ίδιο µέγεθος διαταραχής, ενώ και ο 

συντονισµός τους επέρχεται σε πιο χαµηλές συχνότητες. Επίσης, η απόδοση στο 

nSc,σ  της ελεύθερης φυσαλίδας είναι αρκετά µεγαλύτερη από αυτή του Contrast 

Agent. 

Από πειραµατικές µετρήσεις ωστόσο, παρατηρούνται διάφορα φαινόµενα τα όποια 

φανερώνουν ότι το υλικό της µεµβράνης χαρακτηρίζεται από µη γραµµική σχέση τάσεων 

– παραµορφώσεων. Έτσι, για παράδειγµα έχει παρατηρηθεί ότι οι µικροφυσαλίδες 

αρχίζουν να ταλαντώνονται πάνω από ένα όριο διαταραχής της πίεσης, γεγονός που 

οφείλεται µάλλον στις παραµένουσες τάσεις σε συνδυασµό µε τη µη γραµµική 

ελαστικότητα της µεµβράνης. Η ασυµφωνία επίσης µεταξύ του µοντέλου και 

πειραµατικών αποτελεσµάτων µπορεί να οφείλεται σε κάποιο βαθµό στον ίδιο λόγο. 

Εποµένως προτείνεται το παραπάνω µοντέλο να επεκταθεί και να χρησιµοποιηθεί µη 

γραµµικός νόµος µεταξύ τάσεων – παραµορφώσεων. 

Επιπλέον, η µορφή της διαταραχής θα µπορούσε να επεκταθεί, ώστε να 

περιλαµβάνει όχι µόνο µια συχνότητα αλλά ένα εύρος συχνοτήτων, όπως συµβαίνει στα 

πειράµατα. Επίσης, διεξάγεται έρευνα που αφορά την αύξηση της απόκρισης της 

µικροφυσαλίδας (σSc,n), όταν αυτή διαταραχθεί αρχικά µε µία συχνότητα και ύστερα από 

µία ορισµένη φάση µε µία διαφορετική συχνότητα [30]. 
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Το αξονοσυµµετρικό µοντέλο φανέρωσε τη δυναµική της µικροφυσαλίδας και 

υπέδειξε τον τρόπο κατάρρευσης της. To επιφανειακό µέτρο ελαστικότητας της 

µεµβράνης φαίνεται ότι επηρεάζει τον τρόπο κατάρρευσης της µεµβράνης. Αύξηση του 

µέτρου ελαστικότητας έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση του µήκους κύµατος της 

αστάθειας λυγισµού. Τα αποτελέσµατα συµφωνούν σε κάποιο βαθµό µε τα πειραµατικά, 

πρέπει ωστόσο να εισαχθεί στο µοντέλο η αντίσταση της µεµβράνης σε κάµψη ώστε µια 

φυσική παράµετρος να αποτρέψει την ανάπτυξη ασταθειών µικρού µήκους κύµατος και 

να αποφευχθεί η χρήση φίλτρου. Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από το ότι, σύµφωνα 

µε τις αριθµητικές προσοµοιώσεις, η θραύση της µικροφυσαλίδας γίνεται πάντα στην 

φάση συµπίεσης γεγονός που παραπέµπει στην αστάθεια λυγισµού ελαστικών κελυφών 

και όχι στην αστάθεια τύπου Rayleigh-Taylor όπως προτάθηκε από τους Chomas et al. 

Πρέπει όµως να τονισθεί ότι η εισαγωγή της αντίστασης σε κάµψη αυξάνει τον 

υπολογιστικό χρόνο επίλυσης του προβλήµατος, εξαιτίας της σηµαντικής µείωσης του 

χρονικού βήµατος που απαιτείται για την επίτευξη λύσης όσο αυξάνεται η αντίσταση της 

µεµβράνης σε κάµψη. Αυτός ο περιορισµός έχει παρατηρηθεί κατά τη µοντελοποίηση 

κάψουλας και ερυθρών αιµοσφαιρίων [18] και αναµένεται ότι θα εµφανιστεί και στη 

µοντελοποίηση των contrast agents.  

Περαιτέρω, θα πρέπει να διερευνηθεί η επίδραση στη δυναµική και στην 

κατάρρευση της µικροφυσαλίδας, τόσο της αρχικής ασυµµετρίας, όσο και των 

παραµενουσών τάσεων στη µεµβράνη. Επίσης, κατά ανάλογο τρόπο προς την εργασία 

του Μ. S. Plesset [10] και του Prosperetti [11], είναι δυνατό να γίνει ανάλυση ευστάθειας 

της σφαιροσυµµετρικής περιοδικής ταλάντωσης µικροφυσαλίδας, όπου θα 

συµπεριλαµβάνονται η επίδραση της ελαστικότητας, η αντίσταση σε κάµψη της 

µεµβράνης αλλά και το ιξώδες του περιβάλλοντος µέσου. Με τον τρόπο αυτό θα 

προβλεφθεί ο επικρατέστερος µηχανισµός κατάρρευσης, Rayleigh-Taylor, λυγισµός ή 

κάποιος άλλος αναλόγως των τιµών που λαµβάνουν οι παράµετροι του προβλήµατος, 

ώστε να γίνει απ’ ευθείας σύγκριση των αριθµητικών αποτελεσµάτων µε µια αναλυτική 

λύση. Τέλος, η χρήση του µοντέλου του Skalak για το καταστατικό νόµο τάσεων – 

παραµορφώσεων, καθώς και η ανάπτυξη τρισδιάστατου αριθµητικού µοντέλου 

συµπεριλαµβανοµένης της αντίστασης της µεµβράνης σε κάµψη θα ολοκληρώσει τη 

µελέτη της δυναµικής µίας µικροφυσαλίδας. 
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